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Ã�¼{ÅÙ¿I½7Á�ÅY¸»³ÉÅÙ¸�¼ØÅ�³]¶Y½7²*Ó��¼ÙÄFÁY·¹·7³<¼¾½�³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿]Õ¾Â�ÃV¿I³<·�Ä]À¾ÀVÂ»¸�¼YÆ%½¹³<ÄX²Y¼�¸�Ñ¾ÁY³É¿cºÌÃ�ËV³�¸�½�¶"ÀV¿¹¿I¸�ÝYÂ�³�½7Àk·7³]ÐÚ·7¸�Æ+³<·IÎÃ�½7³.½¹²Y³�Ã�½7À+ºt¸ÈÄ�ÆVÃV¿I³É¿"½7À�¿I½7·¹¸»ËE¸�¼YÆ+Â�×�Â�À Ö�½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³<¿<ÕÉÝYÁ�½*½¹²Y³<¿7³cÃ�·¹³c¿�½¹¸»Â�Â+¸�¼�¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½½¹À®³<¼V½¹³]·�½7²Y³ÏÑ¾Á�Ã�¼¾½¹ÁYº±Å�³]ÆV³]¼Y³<·¹Ã�½7³�·¹³]Æ+¸�ºt³+Ó.ÔA¿7³<Ä]À+¼�ÅÊ¿�½XÃ�Æ+³VÕ+Ö�²Y¸ÈÄX²ÊÃ+Â»Â�À Ö�¿.½¹À®·¹³<Ã+ÄX²½¹²Y³ÙÄ]·7¸»½7¸ÈÄ]Ã+Â.½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³wÃ ½kÃ+Ý{ÀVÁ�½ ∼ 0.1µ
ûtÕ*Ã�Â�Ö&Ãf×�¿%Ä]À+¼�¿7¸�¿I½¹¿´À�Ð�ÃS¿7À+·7½´À�Ð�³]Ç Ã�¶�ÎÀV·¹Ã�½7¸�À+¼*Õ�Å�ÁY·¹¸�¼YÆØÖ�²Y¸ÈÄX²8½7²Y³wºtÀ¾¿�½®³<¼Y³]·¹Æ+³]½7¸ÈÄtÃ ½7ÀVºÌ¿®Ã�·¹³ÌÃ�Â�Â»À Ö&³<ÅG½¹ÀSÂ»³ÉÃfÇ+³Ò½7²�³Ì½7·XÃ�¶Ã+¼�ÅØ½¹²Y³Ò·7³<ºtÃ+¸»¼�¸»¼YÆÙ¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�½7²�³]·¹ºtÃ+Â»¸�Û]³ÒÃ ½%ÃÊÂ�À Ö&³]·�½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³®½7²Y·¹À+ÁYÆV²S³]ÂÈÃ+¿I½7¸ÈÄ½�Ö&À�Î-Ý"ÀEÅY×�ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼�¿<ÓÒ��²�¸�¿%Ä]À¾ÀVÂ»¸�¼YÆs¶Y·¹À�ÄF³<ÅYÁY·7³Ò²YÀ Ö&³]ÇV³]·ÏÅ�ÀE³<¿%¼YÀ+½%Ö�ÀV·7ËØ³4�ÌÄ]¸»³<¼¾½7Â�×

¹»º½¼o¾À¿<Á2¿ÃÂÅÄ$Æ4Ç"È(Á�¾ÀÇ2ÉËÊ9ÌÃÍµÌ»Á2Ì»ÎeÈ(Ï=ÐÒÑ"È(ÓÕÔ�Ì»Ì»Á�¿µÔ2ÓÀÌ»Î�Ö�ÌÃÊÒ×ØÁ&Ê9×ØÙØÇ9¾ÀÌ�ÈÚ¾e¿µÉ
×ØÏ�È(Á2Ê�ÛÚ¿µÎ°É
¿µÙØÌ»Ï»Ç2ÙÜÈ(ÎÍ�È(ÓÀÌ»Ó�¿(Ý;ÞÅÄ"Þ�Ì
∗
Ä2ßm×àÄ"á�È9Ä2âÕÄ�ãNÎ»Ä�ä½ÔdÄ�ãNÓ½È(Á2Êæå�Ômç
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ÐÚÀV·�¸�ÅY³]¼¾½7¸ÈÄ]Ã+Â*ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼�¿<Õ{¿7¸»¼�Ä]³´Â�À Ö�Î(³<¼Y³]·¹Æ+×Ê¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆÌ¸È¿�ÐÚÀV·7Ý�¸�ÅYÅY³]¼ØÝE×Ê½¹²Y³®Ã+¼V½¹¸�¿7×EºÒÎºt³F½¹·7¸�Û<Ã�½7¸�À+¼â¶�·7¸�¼�ÄF¸�¶YÂ�³ ñ ¿I³<³sÞ�²�Ã+¶*Ócî�ÕcÖ�²�³]·¹³w½7²�³Ê½¹²Y³]ÀV·7×8À�Ð�Â»À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV×S½�Ö&À�Î-Ý{À�Å�×¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆ�¸�¿ÌÃ+¼�Ã�Â�×EÛ]³ÉÅâ¸�¼ Å�³]½¹Ã+¸»ÂøóTÕ�Ã�¼�Å Ã�ºtÀ+·¹³
Ä]À+ºt¶YÂ�³Fµâ¶�Ã�½7²á²�Ã+Å\½7À8Ý"³ØÅ�³]ÇV³]Â»ÎÀV¶{³ÉÅ�Ó\ù�³]Æ+³<¼Y³]·XÃ ½¹³wÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿Ò²�ÃfÇV³Ê¼YÀV¼Y³F½¹²Y³]Â�³<¿¹¿ÒÝ{³<³]¼ À+Ý�½XÃ�¸�¼Y³<Å�Õ�Ã�Ý"À+Á�½ÒÍ�Ç+³
×+³ÉÃ�·X¿ÂÈÃ ½¹³]·�½¹²�Ã�¼�½7²Y³<¸»·�Ý"ÀV¿7À+¼Y¸ÈÄ´ÄFÀVÁY¼¾½7³<·7¶�Ã+·I½X¿]Õ{³]ºt¶YÂ�À ×E¸»¼YÆÊ³]¸»½7²Y³<·�½�Ö&ÀÊÅ�¸»Ü"³<·7³<¼¾½�²E×E¶{³<·IÍ{¼Y³¿I½¹Ã�½7³<¿�À�Ð.½¹²Y³t¿7Ã+ºÒ³®ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼Y¸�Ä®³]Â�³]ºt³]¼¾½ÉÕ"Ö�²�¸�ÄX²�Ã+·7³Ò¿I¸�º®Á�Â�½XÃ�¼Y³<À+Á�¿7Â»×
³]Ç Ã+¶{ÀV·¹Ã�½7³<Å*Õ{ÀV·¿7×EºÒ¶{Ã ½7²�³F½7¸ÈÄ®Ä]ÀEÀ+Â�¸»¼YÆÙÀ�ÐcÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿�ÝE×ØÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�¿�Ö�¸»½7²�Ã�¼G³]Ç Ã�¶"À+·XÃ ½¹¸»ÇV³]Â�×ÙÄFÀEÀVÂ»³ÉÅØÆVÃV¿À+Ð�Ý"ÀV¿7À+¼�¿<Ók��Ã�·¹Â»×S·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿�ÐÚ·¹À+ºM½¹²Y¸È¿Ï¼Y³]ÖJÆ+³<¼Y³]·XÃ ½¹¸»ÀV¼�À�Ð&³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿ÏÀ+¼GÐÚ³]·¹ºÒ¸�À+¼{¿¿7²YÀ Ö&³<ÅØ½¹²Y³Ì³FÜ~³<ÄF½¹¿%À+Ð�½¹²Y³wÅ�¸»Ü"³<·7³<¼¾½%Ñ¾Á�Ã+¼¾½7ÁYºë¿�½XÃ ½7¸È¿I½7¸ÈÄ]¿ÏÆ+À ÇV³]·¹¼Y¸�¼YÆÊ¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿ÏÖ�¸�½¹²³<¸�½¹²Y³]·�¸�¼¾½7³<Æ+³]·�ÀV·�²�Ã+Â�ÐøÎ-¸»¼¾½¹³]Æ+³<·�¿I¶�¸»¼*Ó�ò?²Y¸�Â»³´¸�¼
½7²Y³kÅ�³]ÆV³]¼Y³<·¹Ã�½7³Ï·7³<Æ+¸�ºt³�Ý"ÀV¿7À+¼{¿�½7³<¼�Å½¹À
Æ¾Ã ½¹²Y³]·ÏÀ+·�æ7ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿I³Fèk¸�¼G½¹²Y³tÂ»À Ö&³<¿I½%³]¼Y³<·7ÆV×S¿�½XÃ ½¹³tÃfÇ Ã+¸»ÂÈÃ�ÝYÂ�³ ñ ½7²�³ÌÆ+·¹À+ÁY¼�ÅG¿�½XÃ ½¹³À+Ð�½7²Y³�½7·XÃ�¶{óFÕVÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿�À�Ä]ÄFÁ�¶¾×ÌÃ+Â»Â"¶{À¾¿7¿7¸�ÝYÂ»³�ºÒÀVºt³]¼¾½7ÁYº±¿I½¹Ã�½7³<¿�¸�¼Ì½7²Y³ÏöY³<·7ºt¸~¿I¶�²Y³]·¹³ÁY¶\½7À�½7²Y³söY³<·7ºt¸�³]¼Y³<·7ÆV×
ε ó Õc¸»·¹·¹³<¿7¶{³ÉÄT½7¸�Ç+³ÊÀ�Ð�½¹²Y³ÙÆV³]ÀVºÒ³]½7·¹×GÀ+Ð�½7²Y³Ù½7·XÃ�¶�Ó8��²�¸�¿k¸�¿¿7³]³<¼ÙÇV³]·¹×ÊÄFÂ�³<Ã+·7Â�×ÌÁY¶"À+¼
ÐÚ·7³<³%³Fµ�¶�Ã+¼�¿I¸�À+¼
À�Ð�½7²Y³%Æ¾Ã+¿&ÐÚ·¹À+ºNÄ]¸»Æ¾Ã�·7Î.À+·�¶�Ã+¼�Ä]Ã+Ë+³FÎ�¿7²�Ã�¶"³<Å²�Ã+·7ºtÀV¼Y¸�ÄÒ½¹·¹Ã+¶�¿<å%ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼Y¸�ÄÊÄFÂ�À+Á�ÅY¿´³Fµ�¶�Ã�¼{ÅG¸È¿7À�½7·¹À+¶�¸�Ä<Ã�Â�Â»×VÕ�Ö�²Y¸�Â»³ÊÝ{À¾¿IÀV¼�¿%ºÌÃ�¸�¼¾½¹Ã�¸�¼æIºt³]ºtÀ+·¹×Vè�À�Ð*½¹²Y³�ÆV³]ÀVºÒ³]½7·¹×tÀ�Ð�½¹²Y³�½7·XÃ�¶Ê¸�¼Ù½7²Y³<¸»·�Å�³<¼�¿I¸»½�×Ì¶Y·¹À�Í�Â�³�ÅYÁY·7¸�¼YÆÒ³Fµ�¶�Ã+¼�¿I¸�À+¼�ÓÔ&½7ÀVºt¸�Ä®ÆVÃ+¿7³<¿�²{ÃfÇ+³Ï½7²�³®ÁY¼�Ä]À+ºtºtÀ+¼Ø¶Y·¹À+¶"³]·7½�×ÊÀ+Ð.Ý{³<¸»¼YÆÊ³FµE½7·¹³]ºt³]Â�×Ùß�³Fµ�¸�ÝYÂ»³k¿I×�¿IÎ½¹³]ºÌ¿]Õ�¿7¸»¼�Ä]³Ì¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼�¿<Õ�Å�¸�ºt³]¼�¿7¸»ÀV¼�Ã�Â�¸»½�×GÃ�¼{Å�½¹²Y³]·¹ºtÀ�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄtÇfÃ+·7¸ÈÃ�Ý�Â»³É¿%¿IÁ�ÄX²HÃV¿Å�³<¼�¿7¸�½�×tÃ�¼�ÅÌ½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³�Ä]Ã�¼ÌÝ"³�½7ÁY¼Y³ÉÅwÃ�Â�ºtÀV¿I½�Ã ½�Ö�¸»Â�Â Ó�ô�Á�¸�½¹³�·7³<ºÌÃ�·¹ËfÃ+ÝYÂ�×+Õ�½¹²Y³]ÀV·7×Ã+¼�Ås³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿�¶Y·¹À+ÆV·7³É¿7¿�Ã�½�½7²Y³Ò¿7Ã+ºt³´¶�Ã+Ä]³+Õ"ÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½7Â�×ÙÄX²�Ã+Â»Â�³]¼�Æ+¸�¼YÆÌ³<ÃVÄX²ØÀ�½7²�³]·ÉÕÃ+¼�ÅÊÝ"³<Ã+Á�½7¸»ÐÚÁYÂ�·7³É¿IÁYÂ»½¹¿�²{ÃfÇ+³�Ý{³<³]¼sÀ+Ý�½XÃ�¸�¼Y³<Å ñ ¿7³]³´ö£¸�Æ�Ó W Ó W óFÓ

�EÀVºÒ³sÀ+Ð�½7²�³
ºtÀ¾¿�½wÄFÀVºtºÒÀV¼cõ�öq÷RøÅùÕ÷�õ�úÃû¶ü�ýþûÅøÅÿæû¶÷���õ��G³]ºt¶YÂ�À ×+³ÉÅâ¸�¼\½¹²Y¸�¿Í�³<Â�ÅsÃ+·7³�¶Y·¹³<¿7³]¼¾½7³ÉÅÊ²Y³<·7³ÏÝ"³]Â�À Ö%Ó
• �����
	��
���
�
�����
���������������� "!$#%#&����'(�)�*#%+)�
�
��� ÅY³<¿7³]·¹Ç+³<¿�ÃÊ¿I¶"³<Ä]¸�Ã+Â*ºt³]¼¾½7¸�À+¼*Ó��¼�Å�³]³ÉÅ�Õ&Ö�²Y³]¼?Å�³ÉÃ�Â�¸»¼YÆ8Ö�¸»½7²?Ñ¾Á�Ã�¼¾½¹ÁYº Å�³<Æ+³]¼�³]·XÃ ½7³
ÆVÃV¿I³É¿]Õc½7²Y³SÅ�³<¼�¿7¸�½¹¸»³É¿t¸»¼�ÎÇ+À+Â�Ç+³ÉÅÊÃ+·7³�º®Á�ÄX²s¿IºÌÃ+Â»Â�³]·&½7²{Ã�¼w½¹²Y³ÏÀ+¼Y³É¿&³]¼�Ä]À+ÁY¼¾½7³<·7³ÉÅw¸�¼
¿7À+Â�¸ÈÅÊ¿I½¹Ã ½¹³Ï¶Y²E×E¿7¸ÈÄ]¿<Ó��×E¶Y¸ÈÄ]Ã+ÂVÇ Ã�Â�ÁY³É¿�Ä]À+ºt¸»¼�Æ�²Y³<·7³�¸»¼¾½7À�¶YÂÈÃf×�Ã+·7³

n ≈ 1013 , 1015 ¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�- ÄFº 3 Õ���À+·7ÎÅ�³]·X¿�À+Ð�ºÌÃ�ÆV¼Y¸�½¹Á�Å�³�¿IºÌÃ�Â�Â�³]·c½¹²�Ã�¼Ê½7²Y³ÏÄFÀV·7·¹³<¿7¶"À+¼�Å�¸�¼YÆÏÍ�ÆVÁY·¹³�ÐÚÀ+·&³]Â�³<ÄF½7·¹À+¼�¿�¸»¼
ÃºÒ³]½¹Ã+Â ÕEÂ�¸�Ñ¾ÁY¸ÈÅt²Y³]Â�¸�ÁYºüÀ+·�Ä]À+ºtºtÀ+¼w¿7À+Â�¸�Å�¿]Ó.�EÁ�ÄX²w¿7ºÌÃ�Â�Â{Å�³<¼�¿I¸»½7¸�³<¿&Ã�·¹³�¼Y³ÉÄF³<¿¹¿¹Ã�·¹×½7ÀsÃfÇ+À+¸ÈÅØ¸�¼Y³]ÂÈÃ+¿I½7¸ÈÄ%½¹²Y·¹³]³FÎ-Ý"ÀEÅY×S¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æw³]ÇV³]¼¾½¹¿<Õ"½7²�Ã�½ÏÖ&À+Á�Â�ÅØÂ�³<ÃVÅØ½¹ÀÊÂ�ÀV¿¹¿I³É¿Ã�¼�Å\ºÒÀVÂ»³ÉÄFÁYÂ�³ÙÐÚÀ+·¹ºtÃ�½7¸�À+¼*Ó8��³<Á�½7·XÃ�Â�Ã+Â»Ë Ã�Â�¸�¼Y³ÙÃ�½7À+ºÌ¿k¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½ÒÖ�¸�½¹² ñ ¸»¼{Å�Á�ÄF³ÉÅÅ�¸»¶"À+Â�³FÎ�Å�¸�¶{ÀVÂ»³fó�Ç Ã�¼ÌÅ�³<·Åò�ÃVÃ�ÂÈ¿�ÐÚÀ+·XÄF³É¿]Õ�ÐÚÀ+·cÖ�²Y¸ÈÄX²t½7²�³�ÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³]·¹¸È¿�½¹¸�Ä�Ñ¾Á�Ã�¼¾½¹ÁYºÒÎºÒ³ÉÄX²�Ã�¼�¸�Ä<Ã�Â�Â�³]¼�Æ�½7²â¿¹Ä]Ã+Â»³Ê¸�¿´½�×¾¶�¸�Ä<Ã�Â�Â»×
R ≈ 0.1, W í+¼YºsÓÙ��¼H½¹²Y³Ê³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿À�Ð�¸�¼¾½7³<·7³É¿�½Ï²Y³]·¹³+Õ~½¹²Y³tÆVÃV¿I³É¿�Ã+·7³®½7²Y³<·7³]ÐÚÀ+·¹³kÇV³]·¹×sÅY¸»Â�Á�½7³t¸�¼�½¹²Y³Ì¿I³<¼�¿7³®½¹²�Ã ½Ï½7²�³¸»¼¾½7³<·7¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³®Å�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³

n−1/3 ¸È¿�º®Á{ÄX²SÂ�Ã+·7ÆV³]·�½¹²�Ã�¼Ø½¹²Y³kÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸�¿I½7¸ÈÄ�Â»³<¼YÆ�½¹²À�Ð£½7²Y³ÏÐÚÀV·¹Ä]³�Ý"³F½�Ö&³]³<¼Ê½¹²Y³´Ã ½¹À+ºÌ¿<Õ
nR3 � 1.

ñ W Ó W ó
Þ�À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼{¿�¸�¼¾ÇVÀ+Â�ÇE¸»¼YÆÌºtÀV·7³%½¹²�Ã�¼S½�Ö�Àw¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�Ã+·7³%½¹²Y³]¼�³FµE½7·¹³]ºt³]Â�×
·¹Ã+·7³´Ã+¼�Å
+/.a'10%2Ú'9#43w¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ®½7²Y³<À+·¹×Ì¶Y·¹À Ç¾¸ÈÅ�³É¿�Ã+¼Ê³FµYÄ]³]Â�Â»³<¼V½�Å�³É¿7Ä]·7¸�¶�½7¸�À+¼ÙÀ�Ð*½¹²Y³Ïºt¸�Ä]·7À+Î¿7Ä]À+¶Y¸ÈÄ®Å�×E¼�Ã+ºt¸�Ä<¿]Óqò?²�³]¼Ø½¹²Y³kÅ�³<¼�¿7¸�½�×s¸È¿�¿7ÀwÂ�À Ö%Õ�À+¼�³®³Fµ�¶"³<ÄF½¹¿�½7²�Ã�½�½7²�³´½7·XÃ�¼YÎ¿I¸»½7¸�À+¼Ê½7À´½¹²Y³ÏÑVÁ{Ã�¼¾½7ÁYº±·¹³]ÆV¸»ºt³�Ö�¸»Â�Â{²{Ã�¶Y¶"³]¼
Ã ½�¸»¼�Ä]·7³ÉÅ�¸�ÝYÂ»×tÂ�À Öá½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿<å³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»¼�Æk½¹²Y³Ï½7²�³]·¹ºtÃ+Â*Å�³´	&·7ÀVÆ+Â�¸»³�Ö�ÃfÇ+³]Â�³]¼�Æ�½7²

λT =

√

2π~2

mkT

ñ W Ó îVó



�

ö£¸�Æ+ÁY·¹³ W Ó W åØôÏÃ�Â�Â»³<·7×HÀ+Ð�ÁYÂ»½7·XÃ+Ä]À+ÂÈÅâºt³]ºtÀ+·XÃ�Ý�¸»Â�¸�Ã�å ñ ÐÚ·7ÀVº Â�³FÐø½t½7À8·¹¸»ÆV²V½ÌÃ�¼{Åâ½¹À+¶5½7ÀÝ"À�½7½7ÀVºÌó�½7²Y³%ÝY¸�·7½7²sÀ�Ð.ÃÌÄFÀV¼�Å�³]¼{¿7Ã�½7³+ÕYÃ+·7·XÃf×ÌÀ�Ð�Ç+ÀV·I½¹¸�Ä]³<¿<Õ¾ÐÚÀ+·¹ºtÃ�½7¸�À+¼
À�Ð.¿IÁ�¶{³<·7·XÃ+Å�¸ÈÃ�¼¾½¶"³<Ã+Ë�¿�Ã+¼�ÅÊÃkÄFÂ�À+Á�ÅÌ¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºt¸»¼�ÆkÑ¾Á�Ã+ÅY·7ÁY¶"À+Â�³�À¾¿7Ä]¸»Â�ÂÈÃ ½7¸�À+¼{¿]Ó£��ºÌÃ�Æ+³É¿.ÐÚ·¹À+ºJ½7²�³�Ö&³]Ý�¿7¸»½7³À+Ð�ò�À+Â»ÐÚÆVÃ+¼YÆÌûÏ³F½7½7³]·¹Â�³�5 ¿�ÆV·7ÀVÁY¶sÃ ½�àØ��� ñ ²¾½I½¹¶*å6-�- Ä]Á�ÃYÓ ºt¸�½ÉÓ ³ÉÅ�Á$-fËV³F½7½7³]·¹Â�³�7�Æ+·¹À+Á�¶{óTÓ
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½7ÀS½¹²Y³Ê¸�¼¾½7³<·7¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³ÙÅ�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³
n−1/3 Õ.À+¼�³w¸»¼{Å�³]³ÉÅ8Í�¼�ÅY¿ TC ≈ 10−7 , 10−6 ûñ ÐÚÀ+·�Ã´Ä]À+ºt¶�Ã�·¹¸È¿IÀV¼*Õ ½7²�³�ÄF·¹¸»½7¸ÈÄ]Ã�Â�½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³�ÐÚÀ+·�½7²Y³�¿IÁY¶"³]·7ß�ÁY¸ÈÅÒ½7·XÃ�¼{¿I¸»½7¸�À+¼Ì¸�¼Â»¸ÈÑ¾ÁY¸�ÅG²Y³<Â»¸�ÁYºM¸È¿

TC = 2.2
û¬Õ*Ã�¼�Ås½¹²Y³töY³]·¹ºt¸£½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³kÐÚÀ+·�³]Â�³<ÄF½7·¹À+¼�¿�¸�¼ÃÌ¿IÀVÂ»¸ÈÅÊ¸È¿

TF ≈ 104 , 105 û´óFÓY��Àt·¹³<ÃVÄX²ÙÅ�³<Æ+³]¼�³]·XÃ+ÄF×VÕ¾½7²Y³´Ã�½7À+ºÌ¿�¸�¼
½7²Y³%Æ¾Ã+¿�Ã�·¹³½7²Y³<¼sÄ]ÀEÀ+Â�³<ÅÌÐÚ·¹À+º±·¹ÀEÀ+ºü½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³+ÕEÖ�²Y³<·7³�¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿�ºtÀ ÇV³�Ã�½&ÇV³]Â�ÀEÄ]¸�½¹¸»³É¿&À�ÐÃwÐÚ³<ÖP²EÁY¼�Å�·¹³<Å�ºÒ³]½7³<·¹¿�¶{³<·%¿I³ÉÄFÀ+¼{Å ñ ½¹²Y³Ì¿I¶"³]³ÉÅSÀ�Ð&Ã�¼GÃ+¸»·¹¶YÂÈÃ�¼Y³fóTÕ�Ã�Â�Â�½7²Y³ÒÖ&Ãf×Å�À Ö�¼5Ý"³]Â�À Ö
TC

Ö�²Y³]·¹³
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�:� Ñ2Ì��;È(Ç9ÙØ×m¼2Î/×ØÁ2Ï»×Ø¼2ÙØÌ¶Óe¾ÀÈ(Ô2×ØÙØ×6�»Ì»Ó�¾ Â�¿G� ÓÀ¼�Ì»Ï»×ØÌ»Ó½Ý�Ì»ÎeÉ
×Ø¿µÁ2×ØÏ�Í�È(ÓÀÌ»Ó�È(Í�È(×ØÁ2Óe¾R¾eÑ2ÎeÌ»Ì(� Ô�¿4Ê9Ð�ÙØ¿µÓeÓÀÌ»Ó`Ä9ÓÀ×ØÁ2Ï»ÌÈaÏ»¿µÙØÙØ×ØÓe×Ø¿µÁ
Ô6Ì=¾ Â�Ì»Ì»Áq¾ÀÑ2Î/Ì»Ì¶¼"È(Î�¾À×ØÏ»ÙØÌ»ÓNÂ�¿µÇ2ÙØÊqÁ2Ì»Ï»Ì»ÓÀÓ,È(Î/×ØÙ ÐqÔ2Î/×ØÁ2Ía×ØÁæÈ¶Ö�Ì»Î/ÐqÙØ×ØÉ
× ¾eÌ»Ê°ÓÀ¼2ÈÚ¾À×ÜÈ(Ù6ÎeÌ»Íµ×Ø¿µÁ
¾ Â�¿Ý*Ì»Î/É
×Ø¿µÁ2ÓNÂ½× ¾ÀÑ�¾ÀÑ9ÌaÓÀÈ(É
Ì�ÓeÌ»¾�¿(ÝjÆ4Ç"È(Á4¾eÇ2É}Á4Ç2É�Ô6Ì»Î/Ó`ç
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�Z�(ñ � ì g
¸�¼Ø½¹²Y³´¼Y³ÉÃ�·�ÐÚÁ�½¹ÁY·¹³Ò²�÷ ´ Õ"ÝYÁ�½�½¹ÀÊÅYÃ�½7³Ï½7²�³]·¹³´¸�¿�Â»¸»½I½¹Â»³´½7²Y³<À+·¹×ÙÄFÀV¼�ÄF³<·7¼�¸»¼YÆÌ¸�À+¼{¿�¸»¼S¿7Á�ÄX²Æ¾Ã+¿7³<¿�² � ´ Ó��²�³�¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼ÌÝ"³F½�Ö&³]³<¼ÊÃ�¼
Ã ½7ÀVº±Ã�¼�ÅwÃ+¼w¸�À+¼ÙÃ�½�ÂÈÃ�·¹Æ+³�ÅY¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿�¸È¿�ÅYÁY³�½¹À´½¹²Y³¶"À+ÂÈÃ�·¹¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼ÏÀ�Ð¾½7²Y³c¼�³]Á�½¹·¹Ã+Â+Ã ½¹À+º�Ý¾×�½7²Y³�¸»ÀV¼*Ó½ò�³�Ã�·¹³�¸»¼¾½¹³]·¹³<¿I½7³<Å�¸�¼Ï½7²Y³�¶Y·7ÀV¶{³<·I½¹¸»³É¿�À�ÐÃÒ¶"ÀV¿7¸�½¹¸»ÇV³]Â�×ÊÄX²�Ã+·7ÆV³<ÅwÃ+Â»Ë Ã�Â�¸�¸�À+¼Ê¸�ºtºt³]·X¿I³ÉÅÊ¸�¼
Ã+¼ÙÀ+½7²Y³<·7Ö�¸È¿7³�ÁY¼�¸�ÐÚÀV·7ºN	&À¾¿I³]Î(�c¸�¼�¿I½7³<¸»¼Ä]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³+ÓS��²Y³ÊÃ�½7ÀVºkÎ-¸�À+¼H¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼8¸�¿k¿�½¹·7ÀV¼YÆ�Õ£¸�¼H½7²�Ã�½®¸»½ÒÄ]Ã+¼â¿IÁ�¶Y¶{ÀV·I½kºtÃ+¼E×½�Ö&À�Î-Ý"ÀEÅY×kÝ"À+ÁY¼{Åw¿�½XÃ ½¹³<¿<ÕVÃ�¼{Åt½7²Y³�½�×E¶Y¸�Ä<Ã�Â{³]¼Y³<·7ÆV×k¿¹Ä]Ã�Â�³�Ã+¿¹¿7ÀEÄ]¸�Ã�½7³ÉÅtÖ�¸�½¹²w¸�½ ñ ∼ 1µ

û´ó¸È¿.ÄFÀVºt¶�Ã�·XÃ�ÝYÂ�³c½¹À�½7²Y³�ÄX²Y³<ºÒ¸ÈÄ]Ã+ÂE¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�ÁY¼�Å�³<·cÄFÀ+ºtºtÀ+¼k³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½XÃ�Â�ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿<åÃØ¿7¸�¼YÆ+Â�³Ì¸»ÀV¼HÄ]Ã�¼8¿7ÁYÝ�¿I½¹Ã�¼¾½¹¸�Ã+Â»Â�×�¶"³]·7½7ÁY·¹Ý�½7²Y³wÅY³]¼�¿7¸�½�×G¶Y·¹À�Í�Â�³ÌÀ�Ð&½7²Y³wÄ]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³Ì¸»¼¸»½¹¿Ø¿7ÁY·¹·7ÀVÁY¼�Å�¸�¼YÆ¾¿]Óü��ÀáÃ�¼{¿IÖ&³]·Ù½7²Y³8Ñ¾ÁY³<¿I½7¸�À+¼ À�Ð®²�À ÖUÝY¸�Æâ½7²�¸�¿s³]Ü"³ÉÄT½s¸�¿<Õ�Ö&³�Ö�¸»Â�ÂÍ{·¹¿I½´Å�³]ºtÀ+¼{¿�½¹·¹Ã�½7³®ÝE×SÃÊ½7²Y³<·7ºtÀ�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄÒÃ�·¹Æ+ÁYºt³]¼¾½�½7²�Ã�½�¸�¼�½¹²Y³tÂ»¸�ºt¸�½%À+Ð�Â»À ÖéÝYÁYÂ�ËÄ]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³wÅ�³]¼�¿7¸»½�×S½7²�³w¼EÁYº®Ý"³]·kÀ�Ð�Ã ½7ÀVºÌ¿´Ã+¿¹¿IÀ�Ä]¸�Ã�½7³<ÅGÖ�¸»½7²H³<ÃVÄX²8¸»ÀV¼�¸È¿%ÆV¸»ÇV³]¼8ÝE×½¹²Y³S·XÃ ½¹¸»À8À�Ð�½7²�³�Ã ½¹À+ºÒÎ(¸�À+¼áÃ�¼{Å Ã�½7ÀVºkÎ�Ã ½¹À+º ¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ8Â�³]¼YÆ+½7²�¿<Ó ��²�¸�¿wÃ+¶Y¶Y·¹ÀVÃVÄX²¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³É¿�½7²�Ã�½
∆N

¸È¿�À�Ð£À+·XÅ�³]· W í , W í+í�ÕV³<¸�½¹²Y³]·�¶"ÀV¿7¸»½7¸�Ç+³ÏÀ+·�¼Y³<ÆVÃ ½¹¸»ÇV³+Óö�À+·c²�¸»ÆV²Y³]·�ÆVÃ+¿.ÅY³]¼�¿7¸�½¹¸»³É¿]Õ¾Ö&³�³FµE½7·XÃ+ÄF½.½7²Y³�Ã+¿7×¾ºt¶�½¹À�½¹¸�Ä�Ý"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·.À+Ð~½7²Y³�¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�¿À+Ð*½7²�³�ô�·¹ÀV¿¹¿�Î-ãc¸»½¹Ã�³<Ç�¿IËE¸�¸Y³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ ñ W Ó ï+óTÕ�Ã�¼{Åw¿IÀVÂ»ÇV³�¸»½&¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×kÖ�¸»½7²ÊÃ®¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â½¹²�Ã ½�ÄFÂ�ÀV¿7³]Â�×�·¹³<¿7³]ºkÝYÂ�³<¿~½¹²Y³�¸�À+¼Y¸ÈÄ.ÀV¼Y³+Ó�òG³�Ö�¸»Â�Â�Í�¼{ÅÏ½7²�Ã�½<ÕfÖ�¸»½7²´¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆ�ºt³<Ã+¼%Í�³<Â�Å¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼�Õ ¶�Ã�¸�·¹¿�À�Ð"¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�¿�ºÒ³<·7ÆV³�Ã+¼�Å®Å�¸È¿¹Ã�¶Y¶"³<Ã+·<ÕfÖ�²Y¸ÈÄX²®Â�³<ÃVÅY¿*½¹À�ÅY¸�¿¹ÄFÀV¼V½¹¸»¼EÁYÀVÁ�¿ÄX²{Ã�¼YÆV³<¿Ò¸»¼
∆N

Ó?��À8ÄFÂÈÃ�·¹¸»ÐÚ×H½7²Y¸È¿t¶"À+¸�¼V½ÌÖ&³ØÃ�¼�Ã+Â»×EÛ]³Ù½7²�³s¿7¸�ºÒ¶�Â»³<·Ì¶Y·7ÀVÝYÂ�³]º À�ÐÏÃ�¼¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�¼YÆÒÆVÃV¿�¸�¼sÃÒïVù ¿I¶Y²�³]·¹¸�Ä<Ã�Â�¿7Ñ¾Á�Ã+·7³�Ö&³]Â�Â~Ã+¼�Å
¿I²YÀ Öç½7²�Ã�½<Õ�¸�¼Ê½¹²Y³´Å�¸�Â»Á�½¹³ÏÂ»¸�ºt¸�½ÉÕ½¹²Y³]·¹³�³Fµ�¸È¿�½
2νS +1

¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�¿�½7²�Ã�½.Ä]À+¼Y¼�³<ÄT½£½7ÀÏÃ�ÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½£Å�³<¼�¿7¸�½�×´Ã�½£¸�¼�Í�¼Y¸»½�× ñ Ö�²Y³]·¹³
νS

¸È¿Ì½¹²Y³S¼EÁYº®Ý"³]·ÙÀ�Ð%Ý"À+ÁY¼�Å?¿I½¹Ã�½7³É¿ÌÀ�ÐÏ½7²�³���ÄX²Y·:9�Å�¸�¼YÆ+³<·Ì³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼áÐÚÀ+·Ì½¹²Y³�¿¹Ã�ºt³¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂøóTÓcÔ�¿c½¹²Y³ÏÃ+¿7×¾ºt¶�½¹À�½¹¸�Ä�ÅY³]¼�¿7¸�½�×t¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I³É¿]ÕV¶�Ã�¸�·X¿cÀ�Ð£¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ÌÖ�¸�½¹²w½¹²Y³�¿¹Ã�ºt³¼EÁYºkÝ{³<·ÏÀ�Ð�¼YÀ�Å�³É¿�Ý{³ÉÄFÀ+ºt³ÒÅ�³]ÆV³]¼Y³<·¹Ã�½7³kÃ+¼�Å�ÅY¸�¿¹Ã�¶Y¶"³<Ã+·<Õ"ÁY¼¾½7¸�ÂcÃ ½ÏÇ+³<·7×
²Y¸�Æ+²�Å�³]¼�¿7¸»½�×½¹²Y³]·¹³t³Fµ�¸È¿�½X¿�ÀV¼YÂ�×SÃÊ¼YÀ�Å�³]Î(Â�³<¿¹¿Ï¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼*Ó´��¼�Ô�¶Y¶"³]¼{Å�¸�µ8ÔJÖ�³Ò¶Y·¹³<¿7³]¼¾½�½¹²Y³ÌÃ�¼�Ã+Â»×¾½¹¸�Ä¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼AÀ�ÐtÃ\·¹³]ÂÈÃ ½¹³<Å?¶�·7ÀVÝYÂ»³<ºsÕ�Ã+¼A¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ\Æ¾Ã+¿Ù¸»¼ Ã5¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³�Ö&³]Â�ÂÏ¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â¸�¼âÀV¼Y³ÊÅ�¸�ºt³]¼�¿7¸»ÀV¼*Õ.Ã�¼�ÅH¿7²YÀ Ö;½7²�Ã�½®¸»½kÝ"³]²�ÃfÇV³<¿´Ñ¾Á�Ã+Â»¸»½¹Ã�½7¸�Ç+³]Â�×GÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½7Â�×�ÐÚ·7ÀVºU½¹²Y³¸�À+¼�¸�Äk¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Õ�¸»¼�½7²Y³Ì¿7³]¼�¿7³®½¹²�Ã ½%¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿ÏÄ]À+¼¾½7¸�¼EÁY³®½¹ÀÙ³]µ�¸�¿I½�ÐÚÀV·%Ã�·¹ÝY¸�½¹·¹Ã+·7×
²Y¸�Æ+²³]µE½7³]·¹¼�Ã+Â"Å�³<¼�¿7¸�½�×VÓ£ö�À+·�½7²Y³�Ä]Ã+¿7³�À+Ð�½7²Y³�¸»ÀV¼Y¸ÈÄ�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Õ¾½¹²Y³�Å�¸È¿¹Ã�¶Y¶"³<Ã+·¹Ã+¼�ÄF³�À+Ð�¿�½XÃ ½7³É¿¸�ºt¶YÂ�¸»³É¿�ÃkÅY¸�¿¹ÄFÀV¼V½¹¸»¼EÁYÀVÁ�¿&Ý{³<²�ÃfÇE¸»ÀV·�½¹²�Ã ½�¿7²YÀ Ö�¿&ÁY¶sÃ ½�ÝYÁYÂ�ËÊÅ�³<¼�¿I¸»½7¸�³<¿�¸�¼Ù½7²Y³´Ä]ÁY·7·¹³]¼¾½³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹Ã+Â�·¹Ã+¼YÆ+³%Ã�¼{ÅÙ¿7²YÀ+Á�Â�ÅÊ½7²Y³<·7³]ÐÚÀ+·¹³ÏÝ{³%ÀVÝ�¿I³<·7Ç Ã+ÝYÂ»³VÓ��Á�·&·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿&²�ÃfÇV³�¶Y·¹³]ÇE¸�À+Á�¿7Â»×tÝ"³]³<¼Ù¶YÁ�ÝYÂ»¸È¿7²Y³<ÅÙ¸»¼³² y ´ Ã�¼�Å
Ã�·¹³�²�³]·¹³�¸�Â»Â�Á�¿I½7·XÃ ½¹³<ÅÙ¸»¼Þ�²{Ã�¶*Ó�ïYÓ
��k&i�yugC�ji���re�%mR�TmRx�kNgLh�m8hjz�yugL�%�NrEy$xPkN�Crw�pg�zjrei�g���k%hLxPr)��m8y$x�k%h|}¡ �re���¢k}Cm�isrei*k%h£x�¤|r]h|gC���¥m��§¦{¤jm8i�r
��·XÃ�¶Y¶"³<Å5ÁYÂ»½7·XÃ+ÄFÀVÂ�Å5ÄFÂ�À+Á�Å�¿kÀ+Ü"³<·Ò½7²Y³s³FµYÄ]¸�½¹¸»¼YÆ�¶Y·¹ÀV¿7¶{³ÉÄT½tÀ�Ð�³FµYÃ�ºt¸�¼Y¸»¼�Æ�½¹²Y³s³FÜ~³<ÄT½X¿À+Ð®Ã ½¹À+ºt¸�Äs¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼{¿ÌÖ�¸�½¹²çÁY¼Y¶�·7³ÉÄF³<ÅY³]¼¾½7³ÉÅ?Ã+Ä]Ä]ÁY·XÃ+ÄF×5Ã�¼�Å ß�³]µ�¸»ÝY¸�Â�¸�½�×VÓ3ã�Ã+·I½¹¸�Ä]Á�ÎÂÈÃ�·¹Â�×tÃ+¶Y¶"³<Ã�Â�¸�¼YÆ®¸È¿c½¹²Y³Ï¿�½¹Á�Å�×tÀ�Ð�½�Ö&À�Î�ÄFÀVºÒ¶"À+¼�³]¼¾½�ºt¸�µE½¹ÁY·7³É¿�À+Ð*ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼�¿<Õ¾¿7¸»¼{ÄF³�½¹²YÀV¿7³Ã+·7³�ÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³<·7¸�Û]³ÉÅtÝ¾×tÇV³]·¹×ÒÂ�À+¼�Æ®Â�¸�ÐÚ³]½7¸�ºÒ³É¿&³]Ç+³<¼Ê¸�¼w½¹²Y³�¿I½7·¹À+¼�Æ+Â�×VÎ-¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ%·7³<Æ+¸�ºt³+Óò?²�³]¼ ½7²Y³�¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ\Â�³]¼YÆ+½7²?ÐÚÀV·Ê½¹²Y³G¸�¼¾½7³<·¹¿7¶{³ÉÄF¸�³<¿Ù¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�¸È¿s¿IºÌÃ+Â»ÂÏÃ�¼�Åç¶{À¾¿I¸»Î½¹¸»ÇV³G¿7Àâ½¹²�Ã ½

(k ó a)−1 � 1
Õ�½7²Y³<·7³G³Fµ�¸�¿I½¹¿ÙÃH½�Ö&À�Î-Ý{À�Å�× Ý"À+ÁY¼�ÅA¿�½XÃ ½7³�Ã�¼�Å?½7²Y³<À+·¹×¶�·7³ÉÅ�¸�ÄF½¹¿®½7²�Ã�½ÒÃ�½

T = 0
ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼�¿®Ä]À+º®Ý�¸»¼Y³Ê½7ÀVÆ+³F½¹²Y³]·´½7ÀSÐÚÀV·7º Ã�	&�&Þ;À+Ð�½7¸�Æ+²¾½7Â�×¾ÎÝ"À+Á�¼�ÅwÝ"ÀV¿7À+¼Y¸ÈÄ�ºtÀ+Â�³<Ä]ÁYÂ�³<¿<Ó���¼Ì½¹²Y³�À+¶Y¶"ÀV¿7¸�½¹³�Â�¸»ºt¸»½&À+Ð�¿IºÌÃ�Â�Â{Ã+¼�ÅÌ¼Y³<ÆVÃ�½7¸�Ç+³�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÂ�³]¼�Æ�½7²�Õ

(k ó a)−1 � −1
Õ¾ºÌÃ�¼E×¾Î(Ý"À�Å�×t³FÜ~³<ÄT½X¿&¶Y·7À ÇE¸ÈÅ�³�Ã+¼ÙÃ ½7½7·XÃ+ÄF½7¸�Ç+³�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ã�¼{ÅwÃ	�Þ��¾Î�¿7ÁY¶{³<·Iß{ÁY¸�ÅtÀ+Ð�Â»ÀEÀV¿7³]Â�×´Ý"À+ÁY¼{ÅÌ¶�Ã�¸�·X¿.¿I²YÀVÁYÂÈÅt³]ºt³]·¹Æ+³VÓ£��²Y³�¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼{¿.Ý{³]½�Ö�³<³]¼Ã�½7ÀVºt¿ÒÄ]Ã+¼HÝ{³ÙÇ Ã�·¹¸»³ÉÅHÃ�Â�ºÒÀ¾¿�½ÒÃ ½kÖ�¸�Â�Â Õ.Ö�²Y¸ÈÄX²âÃ�Â�Â�À Ö�¿´À+¼�³Ì½7À�¿�½¹Á�Å�×�½7²Y³Ù¸»¼¾½¹·7¸�Æ+ÁY¸�¼YÆ¶�·7ÀVÝYÂ»³<º;À+Ð�ÃÏ½�Ö&À�Î�ÄFÀ+ºt¶"À+¼Y³<¼¾½�öY³]·¹ºt¸�Æ¾Ã+¿.¸�¼Ì½7²�³�	&�&Þ�Î�	�Þ��tÄ]·7À¾¿7¿7À Ç+³<·�·7³<Æ+¸�À+¼tÖ�²Y³]·¹³

−1 . (kFa)
−1

. 1
Ó�àSÃ�¼E×w³]µE¶"³]·¹¸�ºÒ³<¼¾½¹¿�²�ÃfÇV³�Ý"³]³<¼Ø·7³<¶{ÀV·I½¹³<ÅÙ¸»¼ØÃ+Â»Â�½¹²Y³<¿7³%·¹³]Æ+¸�ºt³<¿<Õ



ì ý é�ê9ëµì*ísî;ï2ð�ëÚñ íjê

¶Y·¹À ÇE¸�ÅY¸»¼YÆtÄFÂ�³<Ã+·�³]ÇE¸ÈÅ�³]¼�Ä]³�ÐÚÀ+·�ÃtºtÀ+Â�³<Ä]ÁYÂ�Ã+·�	���Þ?ÀV¼ÙÀV¼Y³´¿I¸ÈÅ�³&² W í ´ Õ�Ã�¼{ÅÊÐÚÀV·�ÄFÀV¼�Å�³]¼YÎ¿¹Ã ½¹¸»ÀV¼ÙÀ+Ð�¶�Ã+¸»·X¿�² WdW�´ Ã�¼{Åw½¹²Y³%³Fµ�¸È¿�½¹³]¼�Ä]³�À+Ð�ÃÒ¶�Ã+¸»·¹¸�¼YÆkÆ¾Ã�¶³² W î ´ ÀV¼Ê½¹²Y³%À�½¹²Y³]·�¿7¸�Å�³VÓ.��¼ÃÌ¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÁYÂÈÃ�·¹Â»×
·¹³<ÄF³<¼¾½�Ã�¼�ÅS·7³<ºtÃ+·7Ë Ã+ÝYÂ»³%³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½�² W ï ´ ÃwÇVÀ+·7½7³]µÙÂÈÃ ½I½¹¸�Ä]³®²�ÃV¿�Ý"³]³<¼ÀVÝ�¿I³<·7ÇV³<ÅkÃ�Â�Â�Ã+Ä]·7À¾¿7¿�½7²Y³�·¹³<¿7À+¼{Ã�¼�Ä]³&·¹³]ÆV¸»ÀV¼*ÕfÍ�¼�Ã+Â»Â�×kÅY³]ºtÀ+¼�¿I½7·XÃ ½¹¸»¼�Æ�½¹²Y³�Â»ÀV¼YÆ�Î�Å�³<Ý�Ã ½¹³<Å¿7ÁY¶"³]·7ß�ÁY¸ÈÅ�¸�½�×ÒÀ�Ð�½¹²Y³�ÐÚ³<·7ºt¸�À+¼Y¸ÈÄ�Æ¾Ã+¿<å*½7²�³�Ã�ÁY½7²YÀV·¹¿.ÆV¸»ÇV³�Ã�ÂÈ¿7À´¿IÀVÁY¼�ÅÌ³<Ç¾¸ÈÅ�³<¼�ÄF³�½¹²�Ã ½�¿IÁYÎ¶"³]·7ß�ÁY¸ÈÅ�¸»½�×Ò¸�¼w½¹²Y³Ï¿�½¹·7ÀV¼YÆ+Â�×¾Î(¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ%·¹³]Æ+¸�ºt³�¸È¿�ÇV³]·¹×Ò¿I½¹Ã+ÝYÂ�³�Ã�Æ¾Ã�¸�¼�¿I½�ºt¸�¿7ºÌÃ ½¹ÄX²ÊÀ�Ð½¹²Y³�öY³]·¹ºt¸�¿IÁY·7ÐqÃ+Ä]³<¿ ñ ¸(Ó ³+Ó ¸�º®Ý�Ã+Â�Ã+¼�ÄF³�¸»¼k½7²Y³�¶"À+¶YÁ�Â�Ã�½7¸�À+¼ÒÀ�ÐY½¹²Y³&½�Ö�ÀÏ¿I¶�¸»¼tÄFÀVºÒ¶"À+¼�³]¼¾½¹¿XóÃ+¼�Ås½7²{Ã ½�Ãw½7·XÃ�¼�¿7¸»½7¸�À+¼Ø½¹Àw½7²�³k¼YÀV·7ºÌÃ+Â�¿I½¹Ã ½¹³®¸È¿�ÀVÝ�¿7³]·¹Ç+³<ÅsÀV¼YÂ�×ÙÖ�²Y³<¼S½¹²Y³kÅ�¸»Ü~³]·¹³]¼�Ä]³¸�¼\ÄX²Y³<ºÒ¸ÈÄ]Ã+Â�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂÈ¿´Ý"³F½�Ö&³]³<¼8½7²Y³Ê½�Ö�À�¿7¶"³<ÄF¸�³<¿®Ý{³ÉÄFÀVºÒ³É¿´ÂÈÃ�·¹Æ+³<·%½7²�Ã+¼8½7²Y³Ù¶�Ã�¸�·7Î¸�¼YÆÊÆ¾Ã�¶*Ó���²Y³®¼�Ã�½7ÁY·¹³®À+Ð.½7²Y³Ò¿I×�¿I½7³<º¬¸�¼Ø½¹²Y³kÄ]·7À¾¿7¿IÎ(À ÇV³]·�·¹³]ÆV¸»ºt³´²�ÃV¿�Ý"³]³<¼�À+Ýj±�³<ÄT½�À�Ð¸�¼¾½7³]¼{¿I³%¿I½7Á�Å�¸�³<¿�¸»¼
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Ä]Ã+¼�Å�¸ÈÅYÃ ½¹³<¿�¸�¼s½7²�¸�¿�·¹³<¿7¶"³<ÄT½ÉÕ�Å�ÁY³´½7Àt½7²�³]¸�·�Ö�³ÉÃ�Ë
ÄFÀ+Á�¶YÂ»¸�¼YÆÒ½7Àw½7²Y³%³<¼¾ÇE¸�·7ÀV¼�Îºt³<¼V½ÒÃ�¼�Å�½¹Às½7²Y³w¶"ÀV¿¹¿7¸»ÝY¸�Â�¸�½�×GÀ�Ð�½7ÁY¼�¸»¼YÆS½7²Y³<¸»·´¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼{¿%ÇE¸»·7½7Á�Ã+Â»Â�×Ø½¹ÀSÛ]³<·7ÀsÖ�¸»½7²Ãsö�³<¿7²¾Ý{Ã+ÄX²�·¹³<¿7À+¼{Ã�¼�Ä]³+Ó´Ô�¼8ÀV¶{³<¼G¶Y·¹À+Ý�Â»³<ºM¸�¿�²YÀ Ö&³]ÇV³]·�½7ÀsËE¼YÀ ÖP¸»Ð&¿I½7·¹À+¼YÆÙ³]¼YÀVÁYÆ+²ÅY¸�¿7À+·XÅ�³]·ÏÄ]Ã+¼GÝ"³Ò¸»¼¾½7·¹À�Å�Á�Ä]³<ÅG¸»¼�½7²Y³É¿I³tÆVÃV¿I³É¿�½¹ÀÙÂ�³<ÃVÅØ½¹ÀsïVùüÔ�¼�Å�³<·¹¿7À+¼GÂ»À�Ä<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼Ö�¸»½7²Ø·¹³<ÃV¿IÀV¼�Ã�Ý�Â»×Ì¿7²YÀ+·7½�Â»À�Ä]Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼ÙÂ»³<¼YÆ�½¹²�¿]ÓÔü¼{Ã ½7Á�·¹Ã+Â.Ö&Ãf×Ø½¹ÀØ¶Y·¹ÀEÅYÁ�ÄF³ÌÃsÅ�¸È¿IÀV·¹Å�³<·7³ÉÅ�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�¸»¼HÃ ½¹À+ºt¸ÈÄkÆ¾Ã+¿7³<¿�¸È¿Ï½7ÀØÁ�¿7³½¹²Y³w¿7¶{³ÉÄXË¾Â�³t¶�Ã ½7½7³<·7¼8À�Ð�Ã
Â�ÃV¿I³<·%Ý{³ÉÃ�º ²�î�y ´ ÓwàSÃ+¼¾×�³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿ÏÀV¼�	&À¾¿I³]Î(�c¸�¼�¿I½7³<¸»¼Ä]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³<¿ ñ 	���Þ&¿¹óÏ¸�¼ W ùN·¹Ã+¼�Å�ÀVº1À+¶Y½7¸ÈÄ]Ã�Â�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�¿%²{ÃfÇ+³ÌÇ+³<·7×�·7³ÉÄF³]¼¾½¹Â»×GÝ{³<³]¼·¹³]¶"À+·7½7³ÉÅ ² ïVí�Õ~ï W Õ~ïVîEÕ~ï+ï ´ Õ~Ã�¼�ÅØ½7²Y³<×
¶�·7À ÇE¸ÈÅ�³%³]ÇE¸ÈÅ�³]¼�Ä]³%ÐÚÀ+·ÏÅ�¸È¿IÀV·¹ÅY³]·7Î(·¹³]ÂÈÃ ½¹³<ÅÙ³FÜ~³<ÄT½X¿¿7Á�ÄX²çÃV¿ÌÐÚ·XÃ�Æ+ºt³<¼V½XÃ ½¹¸»ÀV¼5À+Ð�½¹²Y³GÄ]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³+Õ�¿IÁ�¶Y¶Y·¹³<¿¹¿I¸�À+¼áÀ�Ð´Å�¸»Ü~Á�¿I¸�À+¼�Õ�ÐÚ·7³ÉÑVÁ�³]¼�Ä]×¿7²Y¸»Ðø½¹¿ÏÃ�¼{ÅØÅYÃ�ºt¶Y¸�¼YÆwÀ+Ð�ÄFÀ+Â�Â�³<ÄT½¹¸»ÇV³´ÀV¿¹ÄF¸�Â�Â�Ã�½7¸�À+¼�¿<Ó�ô�³]¼EÁY¸�¼Y³kÔ�¼�Å�³]·X¿7À+¼ØÂ�ÀEÄ<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼Ø¸»¼
W ù®Õ�¸»¼8½¹²Y³w¼YÀV¼�Î-¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»¼YÆØ·¹³]ÆV¸»ºt³VÕ�²�ÃV¿%¼YÀ�½kÝ{³<³]¼H·¹³]¶"À+·7½7³<Å�×V³F½®¸�¼8½7²Y³É¿I³Ì³]µ�¶{³<·7¸»Îºt³<¼V½X¿]ÕVÃ�¼�Å´½7²Y³&¸»ºt¶YÂ�³]ºt³<¼V½XÃ ½¹¸»ÀV¼®À�Ð�½7²Y³�Å�¸È¿IÀV·¹Å�³<·7³ÉÅÏÀ+¶�½¹¸�Ä<Ã�ÂE¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�ÂE¸»¼Òï+ù ·¹³]ºÌÃ�¸�¼�¿½¹À%Ý{³�Å�ÀV¼Y³+Ó�Ô�ÂÈ¿7À�½¹²Y³&½7²Y³<À+·¹³F½¹¸�Ä<Ã�ÂYÃ�¼{Ã�Â�×E¿7¸È¿�À+Ð"ºÌÃ ½7½7³<·.Ö&ÃfÇV³�Â�ÀEÄ<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼®¸�¼tÃ�¿7¶{³ÉÄXË¾Â�³¶{Ã ½I½¹³]·¹¼�¸�¼GïVù;¸�¼S½¹²Y³t¿�½¹·7ÀV¼YÆwÂ�ÀEÄ<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼S·7³<Æ+¸�ºt³®²�ÃV¿�¼YÀ+½�×V³F½�Ý{³<³]¼�¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºt³<Å�¸»¼ÅY³F½¹Ã+¸»Â(ÓÔ�¼AÃ�Â»½7³<·7¼{Ã ½7¸�Ç+³�ºÒ³]½7²YÀ�Åá½¹À\·¹³<Ã+Â»¸�Û]³�Ã\Å�¸�¿7À+·XÅ�³<·7³ÉÅ5¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ö�Ã+¿w¶�·7ÀV¶{À¾¿I³ÉÅá¸»¼
² ï�z ´ å.Ã®ºtÃ�½I½¹³]·&Ö&ÃfÇV³+Õ+ºÌÃVÅ�³�À+Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿�À+Ð�Ã®¿7¶{³ÉÄF¸�³<¿

A
Õ�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·¹¿�À�ÜSÃ®¿7³F½�À�Ð�Ã�½7ÀVºt¿�À�ÐÃ+¼YÀ�½¹²Y³]·�¿7¶{³ÉÄF¸�³<¿

B
½¹²�Ã ½.Ã�·¹³�·XÃ�¼�ÅYÀ+ºtÂ»×�½7·XÃ�¶�¶{³ÉÅ®Ã ½£½7²�³&¿7¸�½¹³<¿�À�Ð{Ã�Å�³]³<¶®ÀV¶�½7¸ÈÄ]Ã+ÂVÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³Ö�¸»½7²tÃ�Â»À Ö8Í�Â�Â�¸»¼YÆ�ÐqÃVÄT½7ÀV· ñ ¿I³<³&ö£¸�Æ�Ó�ò�Ó�î�óFÓ£Ô�¿�Ö�³�Ö�¸»Â�ÂYÄX²YÀEÀV¿7³c½¹²Y³�ÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³&½7À�Ý"³�ÇV³]·¹×�ÐqÃ+·ÅY³F½7Á�¼Y³<Å®ÐÚÀ+·£½7²�³&¿7¶{³ÉÄF¸�³<¿

A
Õf½¹²Y³�ºÌÃ ½I½¹³]·£Ö&ÃfÇV³�ºtÀ Ç+³É¿*ÁY¼{Ã Ü~³<ÄT½¹³<Å®½7²Y·¹À+Á�Æ+²%½¹²Y³�ÀV¶�½7¸ÈÄ]Ã+ÂÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³VÕEÃ+¼�ÅÌ¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½¹¿�À+¼YÂ�×tÖ�¸�½¹²Ì½7²�³

B
Ã ½¹À+ºÌ¿]å�½7²�¸�¿�³FµYÄFÂ�Á�Å�³É¿�Ä]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â{Â»À�Ä<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼³]Ü"³ÉÄT½X¿�¸�¼SÂ»À�Ä<Ã�Â*¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â*ºt¸�¼Y¸�ºtÃ ñ ½7²{Ã ½�¸È¿�ÃÌºÌÃ�±�À+·�Å�·XÃfÖ�Ý�Ã+ÄXËÊ¸»¼s½¹²Y³´³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½X¿Ö�¸»½7²â¿7¶"³<ÄXËEÂ»³t¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂÈ¿¹óFÓw��²Y³wÅ�¸È¿IÀV·¹ÅY³]·%Ä]Ã+¼GÝ"³wºÌÃ+Å�³tÇV³]·¹×�¿�½¹·7ÀV¼YÆ�Õ*¿7¸�¼�ÄF³ ñ ¸Èó�½¹²Y³Ä]À+·¹·7³<Â�Ã�½7¸�À+¼
Â»³<¼YÆ�½¹²ØÀ�Ð�½7²�³®Å�¸È¿IÀV·¹Å�³<·�Ä]Ã+¼sÝ{³ÒÃ+¿�¿7ºÌÃ�Â�Â�Ã+¿

0.5µ
º ñ ½7²Y³Ò¿I¶�ÃVÄF¸�¼YÆÌÀ�Ð£½7²�³ÀV¶�½7¸ÈÄ]Ã+Â�ÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³fóTÕ�Ã+¼�Å ñ ¸�¸øó´½¹²Y³Ù¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ�ÄF·¹ÀV¿¹¿®¿7³<ÄF½7¸�À+¼âÀ+Ð�½7²Y³
ºÌÃ ½I½¹³]·ÒÖ&ÃfÇV³wÀ�Ü?Ã¿7¸�¼YÆ+Â�³
Ã�½7ÀVº Ä]Ã�¼5Ý{³sºÌÃ+ÅY³
ÃV¿®²Y¸�Æ+²áÃ+¿ÒÃ�Â�Â�À Ö�³ÉÅHÝE×âÑVÁ{Ã�¼¾½7ÁYº ºt³ÉÄX²�Ã�¼Y¸ÈÄ]¿ ñ ½7²Y³Ø¿7À�ÎÄ<Ã�Â�Â»³ÉÅÌÁY¼Y¸»½¹Ã+·7¸»½�×ÒÂ»¸�ºt¸�½TócÝE×tÁ�¿7³�À�Ð�Ã

A−B
¸�¼¾½7³]·X¿7¶{³ÉÄF¸�³<¿�ö�³<¿7²EÝ�Ã+ÄX²Ì·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³VÕ+Ö�²Y¸ÈÄX²ºÌÃ+Ë+³�¸�½�¶{À¾¿7¿7¸�ÝYÂ»³�½7ÀtÅ�·XÃ�ºÌÃ ½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×Ò·¹³<Å�Á�Ä]³�½¹²Y³�ºÒ³ÉÃ�¼ÊÐÚ·7³<³�¶�Ã�½7²ÙÀ�Ð*½¹²Y³ÏºtÃ�½I½¹³]·&Ö&ÃfÇV³+Óö�ÁY·7½7²Y³<·7ºtÀ+·¹³+ÕEÃ+¿�Ö�³�¿I²�Ã+Â»Â{½¹Ã+Ë+³�ÃVÅ�Ç Ã�¼¾½¹Ã+Æ+³�À+Ð�Õ+½¹²Y¸�¿�ºtÀ�Å�³]Â~Ã�Â�Â»À Ö�¿�Ã´¿I½7·XÃ�¸�Æ+²¾½IÐÚÀV·7Ö�Ã�·XÅ³]µYÃ+ÄT½&¼EÁYºt³]·¹¸�Ä<Ã�Â{Ã+¼�Ã�Â�×�¿I¸È¿c³<Ç+³<¼Ì¸»¼
ï+ùkÕVÖ�²Y³<¼
B
Ã�½7ÀVºt¿�Ã�·¹³�ºtÀ�Å�³]Â�³<ÅÙÃ+¿.Í�µE³ÉÅÌ¶"À+¸�¼V½7ÎÂ�¸�Ë+³´¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿<Õ�Ã+¿&¸�¿�Ë¾¼�À Ö�¼ÊÐÚÀV·�Â»¸�Æ+²¾½�Ö&ÃfÇV³<¿�² ïVòEÕ�ïVð ´ Ó�-½w¸È¿Ò½7²�³Sï+ù Ç+³<·¹¿7¸�À+¼\À+Ð�½¹²Y¸È¿Ì¿7ÄX²Y³<ºt³Ù½¹²�Ã ½wÖ&³ØÃ�¼�Ã+Â»×EÛ<³Ù¸�¼AÞ�²�Ã�¶*Ó�òYÓ?Ô�Ðø½7³<·ÊÃ
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Å�³]½¹Ã+¸»Â�³<Å�¶Y·¹³<¿7³]¼¾½¹Ã�½7¸�À+¼GÀ�Ð�À+ÁY·%ºtÀ�Å�³]Â�Ã�¼�Å�¸»½¹¿%¶Y·XÃ+ÄF½7¸ÈÄ]Ã+Â£¸�ºt¶YÂ�³]ºt³]¼¾½¹Ã�½7¸�À+¼*Õ£Ö&³t¿7²YÀ Ö¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×´½7²{Ã ½�¸»½�Â�³<ÃVÅY¿�½7À´½7²Y³�Ã�¶Y¶"³<Ã+·¹Ã+¼�ÄF³�À�Ð*Ã%ÂÈÃ�·¹Æ+³�¼EÁYºkÝ{³<·�À�Ð�Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<ÅÌ¿I½¹Ã�½7³É¿ÐÚÀV·£Ã�·¹Ã+¼YÆ+³cÀ+ÐY¶�Ã�·XÃ�ºt³]½7³]·X¿�ÃVÄ]Ä]³<¿¹¿I¸�ÝYÂ�³c¸»¼k¶Y·¹³<¿7³]¼¾½�³]µE¶"³]·¹¸�ºÒ³<¼¾½¹¿<ÕÉ¶�·7À ÇE¸ÈÅ�³<ÅÏ½¹²�Ã ½�½7²Y³&³FÐøÎÐÚ³ÉÄT½7¸�Ç+³�ÄFÀ+Á�¶YÂ»¸�¼YÆ´Ý"³F½�Ö&³]³<¼t½7²Y³�ºÌÃ ½I½¹³]·�Ö&ÃfÇV³�Ã�¼�ÅÌÃ´¿7¸�¼YÆ+Â�³�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·c¸�¿�Â�Ã+·7ÆV³�³]¼YÀVÁYÆ+²�Ó��¼Y³�À+Ð{½¹²Y³��E³<ÄF½7¸�À+¼�¿c¸�¿cÅY³<Å�¸ÈÄ]Ã�½7³<Å®½7ÀÏ½¹²Y³�Ñ¾Á�Ã�¼¾½¹¸�½XÃ ½7¸�Ç+³�Å�³É¿7Ä]·7¸�¶�½¹¸»ÀV¼kÀ+Ð{½¹²Y³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆÝ"³F½�Ö&³]³<¼s½7²Y³kºtÃ�½I½¹³]·�Ö�ÃfÇ+³%Ã+¼�ÅØÃw¿7¸»¼YÆVÂ»³´½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅØ¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7³<·<Õ{Ã�¼�Å
½¹ÀÌ½7²Y³ÒÅ�¸È¿7Ä]Á�¿7¿7¸�À+¼À+Ð�½¹²Y³´ÄFÀV¼�Í�¼Y³<ºÒ³<¼¾½IÎ-¸»¼�ÅYÁ�ÄF³ÉÅÙ·¹³<¿7À+¼{Ã�¼�Ä]³<¿ ñ Þ�����¿Xó�½7²�³]·¹³]ÝE×ÊÃ�·¹¸È¿I¸�¼YÆ�å�Ö&³´¿I²�À ÖA¸�¼�Å�³]³ÉÅ½¹²�Ã ½sÃ�·¹ÝY¸�½¹·¹Ã+·7¸�Â�×âÂ�Ã+·7ÆV³S³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³�Ä]À+ÁY¶�Â»¸�¼YÆ\Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½X¿ÊÄ<Ã�¼?Ý"³�À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅ�ÓPã�ÀV¿¹¿I¸�ÝYÂ�³¿I½7·XÃ ½¹³]Æ+¸�³<¿�À�Ð&À+Ý�¿7³]·¹Ç Ã ½¹¸»ÀV¼SÀ�Ð�½7²Y³t¶Y·¹³<¿7³]¼�Ä]³kÀ+Ð&Ô�¼�Å�³]·X¿7À+¼�Â�À�Ä]Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼GÃ+·7³tÃ�ÂÈ¿7À
Å�¸È¿IÎÄ]Á�¿7¿7³<Å*ÓSù�³]½¹Ã�¸�ÂÈ¿®Ã�Ý"À+ÁY½®½7²�³ÊÄ]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7¸�À+¼HÀ+Ð&½¹²Y³
ô�·¹³]³<¼)5 ¿%ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼âÀ+Ð�ÃØ¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³w¸�¼Ã8Ý"Àfµ Ã+¼�ÅáÃ�Ý"À+Á�½ÊÃ+¼ ¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼?Ã�¶�¶{³ÉÃ�·¹¸»¼YÆ8¸�¼á½7²Y³s½¹³FµE½ÙÃ+·7³s·¹³]¶"À+·7½7³<Å ¸�¼Ô�¶Y¶{³<¼�Å�¸ÈÄF³É¿ÌÞJÃ+¼�ÅâùÒÓ8��²Y³Ê·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿k¶Y·7³É¿I³<¼¾½7³<Åâ²Y³]·¹³ÊÖ�¸�Â»Â�¿7À¾ÀV¼âÝ"³
¿7ÁYÝYºt¸»½I½7³ÉÅHÐÚÀV·¶YÁ�ÝYÂ»¸ÈÄ]Ã�½7¸�À+¼³² ïE÷ ´ Ó
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��²�³´¶YÁY·¹¶{À¾¿I³®À�Ð�½7²Y¸È¿�Þ�²{Ã�¶�½¹³]·�¸È¿�½¹ÀÊÅ�³<¿¹ÄF·¹¸�Ý{³%¸�¼SÃwÑ¾Á�Ã�¼¾½¹¸�½XÃ ½7¸�Ç+³%Ö�Ãf×Ê²�À ÖA½�Ö&ÀÌ¶�Ã�·7Î½¹¸�Ä]Â»³É¿´Å�³<Ç¾¸ÈÃ ½¹³+Õ£À+·�æ7¿7Ä<Ã ½7½7³]·IèTÕ�ÐÚ·7ÀVºM½7²�³]¸�·´À+·¹¸»ÆV¸»¼{Ã�Â�½7·XÃ"±�³ÉÄT½¹À+·¹×SÃ Ðø½7³<·®ÃsÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼*Ó�ò�³Ö�¸�Â�Â"Ä]À+¼�¿7¸�ÅY³]·.À+¼�Â»×|3�)*�21µ+e./%æ14%(�"+À+=3 5 . ! 0 Õ¾¸ Ó ³+ÓV³]¼Y³<·7ÆV×¾Î-Ä]À+¼�¿7³]·¹ÇE¸»¼YÆ�¶Y·¹ÀEÄ]³<¿¹¿I³É¿£½7²�Ã�½�Å�À´¼�À�½Ã+Â�½¹³]·t½¹²Y³Ø¸»¼¾½¹³]·¹¼�Ã�Â�¿I½¹Ã ½¹³ØÀ�Ð�½7²Y³s¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿]Õ&Ã�¼�Å Ö&³
Ö�¸�Â�Â�Ã+¿¹¿IÁYºt³
½7²{Ã ½t½�Ö�ÀHÅ�¸È¿I½7¸�¼�ÎÆVÁY¸È¿I²�Ã+ÝYÂ�³�¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿.¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½.½7²�·7ÀVÁYÆ+²ÌÃ%ÄF³<¼¾½7·XÃ�ÂY¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â
U(r)

Óc��²Y³�ºtÀ+½7¸�À+¼ÌÀ�Ð"½7²�³Ä]³]¼¾½7³<·IÎ-À�ÐøÎ-ºÌÃ+¿¹¿�À�Ð�½7²Y³Ì¶{Ã�¸�·´¸�¿®Å�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<Å�ÝE×GÃ
¶YÂÈÃ�¼�³ÌÖ&ÃfÇV³tÃ+¼�Å8Ä]Ã+¼�Ý"³t½¹Ã+Ë+³<¼�ÀVÁ�½À+Ð�½¹²Y³k¶�·7ÀVÝYÂ»³<ºMÝE×S¿IÖ�¸»½¹ÄX²Y¸�¼YÆÊ½7ÀsÃÊ·¹³FÐÚ³<·7³<¼�ÄF³Ò¿I×�¿I½7³]ºMÖ�²�³]·¹³®½¹²Y³ÒÄ]³]¼¾½7³<·IÎ-À�ÐøÎ-ºÌÃ+¿¹¿�¸È¿Ã�½Ò·¹³<¿I½<Ó���²Y³Ù½�Ö�À+Î(Ý"À�Å�×G¶�·7ÀVÝYÂ»³<º ¸�¿k¸»¼\½7²Y¸È¿ÒÖ&Ãf×�·¹³<Å�Á�Ä]³<Å8½¹ÀS½¹²Y³
¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ�À�Ð�Ã¿7¸�¼YÆ+Â�³´¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³´À+ÐcºÌÃ+¿¹¿
µ = m1m2/(m1 +m2)

ÝE×sÃw¿I½¹Ã ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹×Ê¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ~Ã�¼�Ås¸È¿ÅY³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<ÅÙ½7²�À+·¹À+ÁYÆV²YÂ»×Ì¸�¼Ø¿�½XÃ�¼�Å�Ã�·XÅÌ½7³]µE½7Ý"À¾ÀVË�¿�² ïd�YÕYï6yYÕjz ´ Ó��²�³wÖ&ÃfÇV³®ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼8ÐÚÀ+·%½¹²Y³w·¹³]ÂÈÃ ½7¸�Ç+³ÌÄ]À¾ÀV·¹ÅY¸»¼�Ã�½7³Ì¸�¼HÃØ¿�½XÃ ½7³ÊÀ�Ð�Å�³FÍ�¼�¸�½¹³w³]¼Y³<·7ÆV×
E = ~

2k2/2µ
¸È¿�½¹²Y³k¿7ÁYº¬À�ÐcÃ�¼Ø¸�¼�ÄFÀVºt¸»¼YÆÊ¶YÂ�Ã+¼Y³%Ö�ÃfÇ+³´Ã�¼{ÅØÃ�¼ØÀ+ÁY½7Æ+ÀV¸»¼�Æw¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹³<ÅÖ�ÃfÇ+³Vå

ψ(r) = eik·r + ψsc(r).
ñ îYÓ W ó

��²�³®¶YÂÈÃ�¼Y³%Ö�ÃfÇ+³%¸È¿�¼�À+·¹ºtÃ+Â»¸�Û]³ÉÅs¿IÀt½¹²�Ã ½�½7²Y³®Ä]ÁY·¹·7³<¼V½�ÅY³]¼�¿7¸�½�×
¸È¿�³<Ñ¾Á�Ã+Â*½¹ÀÌ½7²Y³®¶YÂ�Ã+¼Y³Ö�ÃfÇ+³tÇV³]Â�ÀEÄ]¸�½�×
v = ~k/m

ÓÙÔ&½´ÂÈÃ�·¹Æ+³ÌÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿Ï½¹²Y³wÀVÁ�½7ÆVÀ+¸�¼YÆØ¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹³<ÅGÖ&ÃfÇV³tÝ{³]ÎÄ]À+ºt³<¿�¿7¶Y²Y³<·7¸ÈÄ]Ã+Â ÕYÃ+¼�ÅÊ½7²Y³%Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼ØÃ+¿¹¿IÁ�ºÒ³É¿&½7²Y³´ÃV¿I×Eºt¶�½¹À�½7¸ÈÄ�ÐÚÀ+·¹º
ψ(r) ' eik·r + fk

eikr

r
.

ñ î�Ó�î+ó
ù�ÁY³G½7À\½7²Y³�¿I¶Y²�³]·¹¸�Ä<Ã�Â�¿7×EºtºÒ³]½7·¹×áÀ�Ð%½7²�³�¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ�½7²Y³8¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼?²�ÃV¿w·¹À�½XÃ ½7¸�À+¼{Ã�Â¿7×EºtºÒ³]½7·¹×�Ö�¸»½7²H·¹³<¿7¶{³ÉÄT½%½¹ÀØ½7²Y³ÙÅ�¸»·¹³<ÄF½7¸�À+¼8À�Ð&½7²�³w¸»¼{ÄF¸ÈÅ�³]¼¾½®¶YÂÈÃ�¼�³ÌÖ&ÃfÇV³ ñ Ö�²Y¸ÈÄX²�Ö&³½XÃ�ËV³�½7À´Ý"³�½¹²Y³

z
Å�¸�·7³ÉÄT½7¸�À+¼"ó.Ã�¼�ÅÒ½¹²Y³�¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆkÃ�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³

fk
ÅY³]¶"³]¼�ÅY¿�À+¼�Â»×ÒÀ+¼t½¹²Y³Ã+¼YÆ+Â�³

θ
Ý"³F½�Ö&³]³<¼S½¹²Y³Ì¸»¼{ÄFÀ+ºt¸�¼YÆsÃ�¼�Å�½7²Y³tÀVÁ�½7ÆVÀ+¸�¼YÆÙ·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³®ºtÀ+ºt³<¼V½XÃYÓÒ��²Y³tÂ�Ã�½I½7³<·¶�·7ÀV¶{³<·I½�×®Ã+Â»Â�À Ö�¿�½7À%³]µE¶{Ã�¼�Å®½7²Y³�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼ÒÐÚÀ+·�½¹²Y³�·¹³]ÂÈÃ ½7¸�Ç+³�ºtÀ�½¹¸»ÀV¼kÀV¼Ò½7²Y³�Ý�ÃV¿I¸È¿À+Ð���³]ÆV³]¼�Å�·¹³�¶{ÀVÂ»×E¼YÀVºÒ¸ÈÃ�ÂÈ¿

Pl(cos θ)
Õ

ψ(r) =

∞
∑

l=0

AlPl(cos θ)Rkl(r).
ñ îYÓ ï¾ó

��²�³%·¹ÃVÅ�¸�Ã+Â~Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼{¿
Rkl(r)

¿¹Ã ½7¸È¿IÐÚ×w½7²�³%³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼
Å 2Rkl(r)Å

r2
+

2

r

Å
Rkl(r)Å
r

+

[

k2 − l(l+ 1)

r2
− 2µ

~2
U(r)

]

Rkl(r) = 0,
ñ îYÓ zEó



ì è ��í�� îoë/½Åí�¾&��ísî�¿¸ð4í��6� ñ �µñ íjê"�
Ã+¼�ÅtÃ ½cÂÈÃ�·¹Æ+³�¸»¼¾½¹³]·¹¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³�¿I³<¶�Ã�·XÃ ½¹¸»ÀV¼�¿<Õ Ö�²Y³]·¹³�Ö�³�Ä<Ã�¼t¼Y³<Æ+Â�³<ÄT½cÝ"À�½¹²Ò½7²Y³�Ä]³]¼¾½7·¹¸»ÐÚÁYÆVÃ+ÂÝ�Ã+·7·¹¸�³]·�Ã�¼�ÅÊ½7²�³%¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â ÕE½¹²Y³]×Ù²�ÃfÇ+³�½7²�³´Ã+¿7×¾ºt¶�½¹À�½¹¸�Ä�ÐÚÀ+·¹º

Rkl(r) '
1

kr
sin
(

kr − π

2
l + δl

) ñ îYÓ òVó
³]µE¶�·7³É¿7¿7³<Å�ÐÚÀ+·´³ÉÃ+ÄX²HÃ�¼�Æ+ÁYÂÈÃ�·%ºtÀ+ºt³<¼V½¹ÁYº ÄFÀ+ºt¶"À+¼Y³<¼¾½´¸»¼8½¹³]·¹ºt¿´À�Ð�Ã�¼HÃ�¶�¶Y·7ÀV¶Y·¹¸�Ã�½7³¶Y²{Ã+¿7³&¿7²Y¸»Ðø½

δl
Ó���²Y³�ÄFÀE³��wÄF¸�³]¼¾½X¿

Al
Ã+·7³�ÍYµ�³<ÅkÝE×®ÄFÀVºt¶�Ã�·¹¸»¼�Æ ñ îYÓ ïVó�Ö�¸»½7² ñ î�Ó�î�óTÓ���¿7¸»¼�Æ½¹²Y³´Ã+¿7×EºÒ¶Y½7À�½¹¸�Ä�³]µE¶{Ã�¼�¿7¸»ÀV¼wÐÚÀV·�Ãt¶YÂ�Ã+¼Y³ÏÖ&ÃfÇV³ ñ Ç Ã�Â�¸�ÅsÃ ½�ÂÈÃ�·¹Æ+³ÏÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿Xó

eikz ' 1

kr

∞
∑

l=0

il(2l+ 1)Pl(cos θ) sin
(

kr − π

2
l
) ñ îYÓ ð¾ó

Ã+¼�Å8¸»ºt¶"ÀV¿7¸»¼�ÆS½7²{Ã ½®½¹²Y³Ù¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼âÄFÀ+¼¾½XÃ�¸�¼�¿´ÀV¼YÂ»×8ÀVÁ�½7ÆVÀ+¸�¼YÆS¿I¶�²Y³]·¹¸�Ä<Ã�Â&ÄFÀ+ºt¶"À+¼Y³<¼¾½¹¿<ÕÀV¼Y³�Í�¼�ÅY¿
Al = il(2l + 1)eiδlÃ+¼�Å

fk(θ) =
1

2ik

∞
∑

l=0

(2l+ 1)
(

e2iδl − 1
)

Pl(cos θ).
ñ î�Ó ÷�ó

��²Y³Ù¶Y·¹À+Ý�Ã+ÝY¸»Â�¸»½�×G¶"³]·kÁY¼Y¸»½k½¹¸»ºt³w½¹²�Ã ½Ò½7²�³Ù¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³ÉÅ8¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³wÖ�¸�Â»Â&¶�Ã+¿¹¿%½¹²Y·¹À+ÁYÆV²\Ã¿7ÁY·7ÐqÃ+ÄF³�³]Â�³]ºt³]¼¾½�Å
S = r2

Å
Ω
¸È¿

v
Å
S |fk|2/r2

ÕYÃ�¼�ÅÊ¸�½X¿�·¹Ã�½7¸�À®½¹À®½¹²Y³%ÄFÁY·¹·¹³]¼¾½&Å�³<¼�¿7¸�½�×¸�¼w½¹²Y³Ï¸»¼�Ä]À+ºt¸�¼YÆkÖ�ÃfÇ+³�Ã�¼�Åw½7Àk½7²Y³%¿7À+Â�¸�ÅÙÃ�¼YÆVÂ»³�Å
Ω
¸È¿�½¹²Y³Ò#". À�3 5 34!;+À./�")�% 5 '"1Ú1æ143Ú%4+À./'"!Å

σÅ
Ω

= |fk(θ)|2. ñ îYÓ �¾ó
��²Y³Ï½¹À�½XÃ�Â*¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆÌÄF·¹ÀV¿¹¿�Î�¿7³<ÄT½¹¸»ÀV¼Ê¸È¿�À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅÊÝE×Ê¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ ½7¸�¼YÆk½7²Y³´ÐÚÀ+·¹ºÒ³<·�³Fµ�¶Y·¹³<¿IÎ¿7¸»ÀV¼ÙÀ ÇV³]·&½7²�³%Ö�²YÀ+Â�³%¿IÀVÂ»¸ÈÅÙÃ+¼YÆ+Â�³+å

σ = 2π

∫ +1

−1

Å
(cos θ)|fk(θ)|2. ñ îYÓ y¾ó

��¿I¸�¼YÆk½7²Y³�³Fµ�¶YÂ�¸�Ä]¸�½�³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼tÐÚÀ+·&½7²�³�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÒÃ�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³ ñ îYÓ�÷ ó&Ã+¼�ÅÌ½¹²Y³�ÀV·I½¹²YÀ+Æ+ÎÀV¼�Ã�Â�¸�½�×Ê·7³<Â�Ã�½7¸�À+¼wÐÚÀV·�½7²Y³´��³]ÆV³]¼�Å�·¹³Ï¶{ÀVÂ»×E¼YÀVºt¸�Ã+Â�¿
∫ +1

−1

Å
(cos θ)Pm(cos θ)Pn(cos θ) =

2

2m+ 1

¸»Ð
m = n, 0

À+½7²Y³<·7Ö�¸È¿7³
½¹²Y³Ï½7À+½¹Ã�Â*¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆÌÄ]·7À¾¿7¿IÎ-¿7³<ÄF½7¸�À+¼ÊÄ<Ã�¼
Ý{³%³]µ�¶Y·7³É¿7¿7³<ÅÊ¸»¼
½¹³]·¹ºt¿�À+Ð�½¹²Y³%¶Y²�ÃV¿I³%¿7²Y¸»Ðø½¹¿<å

σ =
4π

k2

∞
∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl.
ñ î�Ó W í¾ó

��²Y³G¶Y²�ÃV¿I³�¿7²Y¸»Ðø½¹¿Ù²�ÃfÇ+³SÃ\¶Y·¹À+¼YÀVÁY¼�ÄF³ÉÅáÅ�³]¶"³]¼�ÅY³]¼�Ä]³�À+¼A³]¼Y³<·7ÆV×+Õ�Ã�¼{Å ½7À5ÅY³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³Ã�½7À+ºt¸ÈÄ%¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆÌÃ ½�Â�À Ö ³<¼Y³]·¹Æ+×Ê¸�½�¸È¿�À+Ðø½7³]¼S¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½�½¹ÀÌ¸»¼{ÄFÂ�Á�Å�³´ÀV¼YÂ»×Ê½7²Y³
s
Î-Ö�ÃfÇ+³ñ

l = 0
óÒÄFÀV¼V½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼*ÓH��¼5ÐqÃ+ÄT½ÉÕcÖ�²Y³<¼ Å�³ÉÃ�Â�¸»¼�Æ�Ö�¸»½7²áÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�¿kÝ{³]½�Ö�³<³]¼\¸ÈÅ�³<¼V½¹¸�Ä<Ã�ÂÝ"ÀV¿7À+¼�¿*À+·�Ý"³F½�Ö&³]³<¼Ï½�Ö�À�ÐÚ³]·¹ºÒ¸�À+¼{¿*¸�¼®Ã�¼´Ã+¼V½¹¸�¿7×EºtºÒ³]½7·¹¸�Ä�¿I¶Y¸�¼´¿I½¹Ã ½¹³+Õ ¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ�¸�¼´À�ÅYÅ¶�Ã+·I½¹¸�Ã+ÂEÖ&ÃfÇV³<¿ ñ

p
Õ
f
Õ�³F½XÄ�Ó�ó%¸È¿.¶Y·¹À+²Y¸�ÝY¸»½7³ÉÅ®ÝE×´¶�Ã+·7¸»½�×´·¹³<Ñ¾ÁY¸�·7³<ºt³]¼¾½¹¿<Ó���¼tÃ+ÅYÅY¸�½¹¸»ÀV¼*Õ�ÐÚÀV·cÃ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�ÅY³<ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆÒ¸»¼
½¹²Y³%ÐqÃ�·�Í{³]ÂÈÅsÖ�¸�½¹²sÃt¶"À Ö&³]·7Î(ÂÈÃfÖçÅ�³]¶"³]¼{Å�³]¼�Ä]³+Õ

U(r) ' r−n Õ¸»½�¸�¿�¿7²YÀ Ö�¼Ù½7²�Ã�½<² ïd� ´
δl ∝

{

k2l+1 ¸»Ð
l < (n− 3)/2

kn−2 ³]ÂÈ¿7³
.

ñ î�Ó W6W ó



ìs�
Ô�¿kÃØÄ]À+¼�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF³VÕ�¸�¼8½7²�³wÂ»¸�ºt¸�½

k → 0
Ã�¼{Å�ÐÚÀ+·®Ã+¼¾×G¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�Å�³ÉÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆ
ÐqÃ+¿I½7³<·½¹²�Ã�¼

1/r3
Ö�³Ï²�ÃfÇV³

δl � δ0
ÐÚÀV·�Ã�¼E×

l > 0
Ó��À+ºt³%Ã�Â�Æ+³]Ý�·¹ÃÒ¿I²�À Ö�¿�½¹²�Ã ½�½¹²Y³

l = 0
½¹³]·¹º ¸»¼ ñ î�Ó�ò�ó�Ä]Ã+¼ÙÝ"³%·¹³<Ä]ÃV¿�½�ÃV¿

Rk0(r) ' cos δ0
sin kr

kr
+

sin δ0
k

cos kr

r
,

Ã+¼�Å
¸»¼
½¹²Y³%Â»¸�ºt¸�½�À+Ð�Û<³]·¹ÀÒ³<¼Y³]·¹Æ+×ÌÖ&³ÏÀ+Ý�½XÃ�¸�¼
½7²Y³´ÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�ÐÚÀ+·¹º
ψ ' 1 − a

r
.

ñ îYÓ W î+ó
��¼G½7²�³ÒÂÈÃ ½7½7³<·%³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Õ�Ö&³k²�ÃfÇV³®¸�¼¾½7·¹ÀEÅYÁ�ÄF³ÉÅS½¹²Y³�1�%(��+e+=3 5 . ! 0 )�34! 0 + H a Õ*Å�³]Í�¼Y³ÉÅSÐÚÀV·¿7ºÌÃ�Â�Â

k
¸»¼
½7³<·7ºÌ¿�À+Ð�½¹²Y³

s
Î-Ö�ÃfÇ+³�¶�²�Ã+¿7³%¿I²Y¸»Ðø½�ÝE×

k cot δ0 = −1

a
.

ñ îYÓ W ïVó
ò?²�³]¼

ka→ 0
Õ ÄFÀVºt¶�Ã�·¹¸»¼�Æ ñ î�Ó�î�ó*Ö�¸»½7² ñ î�Ó W î+ó�Ö&³cÍ�¼�Å´½7²�Ã�½�½¹²Y³�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆ�Ã+ºt¶YÂ»¸»½7Á{Å�³¸È¿�¿7¸»ºt¶YÂ�×Ê·¹³]ÂÈÃ ½¹³<Åw½7Àt½7²�³´¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�ÆkÂ�³]¼YÆ+½7²sÝE×

fk = −a. ñ îYÓ W z¾ó
��¼w½7²Y³�¿7Ã+ºÒ³�Â�¸�ºÒ¸»½�Ö�³�²�ÃfÇV³

δ0/k ' −a Ã�¼�ÅÒ½¹²Y³�½¹À�½¹Ã+Â{Ä]·7À¾¿7¿.¿7³<ÄF½7¸�À+¼tÐÚÀ+·&Å�¸È¿�½¹¸»¼YÆVÁY¸È¿I²�ÎÃ+ÝYÂ�³%¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿&¸È¿�Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×
σ = 4πa2.

ñ îYÓ W ò+ó
��¼wÄ<Ã+¿7³&½7²Y³�¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿.Ã�·¹³�¸�¼�Å�¸È¿�½¹¸»¼YÆVÁY¸È¿I²�Ã+ÝYÂ�³+Õ ½¹²Y³]¸�·�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼Ìº®Á{¿�½cÝ"³�¿7×¾ºtºt³F½7Î·¹¸ÈÄ´À+·ÏÃ�¼¾½¹¸�¿7×EºÒºt³]½7·¹¸�Ä®ÁY¼�Å�³<·�¸�¼¾½7³]·XÄX²�Ã+¼YÆ+³%À+Ðc½7²Y³<¸»·�·¹³]ÂÈÃ ½7¸�Ç+³®¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼�ÅY³]¶"³]¼�Å�¸�¼YÆ
À+¼Ö�²�³F½7²�³]·%½¹²Y³Ì¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿ÏÃ+·7³tÝ"ÀV¿7À+¼�¿�À+·ÏÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿<ÓÌ��²Y³Ò½�Ö�ÀØÅ�¸�·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼�¿Ï¿I¶"³<Ä]¸�Í{³<Å�ÝE×½¹²Y³�¶"À+ÂÈÃ�·.Ã�¼�Æ+Â�³<¿

θ, ϕ
Ã�¼�Å

π−θ, ϕ+π
º®Á{¿�½cÝ"³�¸�ÅY³]¼¾½7¸»Í�³<Å*ÕVÃ�¼{Å®½¹²Y³�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆÏÄF·¹ÀV¿¹¿¿7³<ÄF½7¸�À+¼
½¹Ã+Ë+³É¿�½¹²Y³ÏÐÚÀ+·¹º

Å
σÅ
Ω

= |fk(θ) ± fk(π − θ)|2, ñ îYÓ W ðVó
Ö�²�³]·¹³Ø½7²Y³

+
ñ − ów¿7¸»ÆV¼çÃ�¶Y¶�Â»¸�³<¿w½7ÀâÝ"ÀV¿7À+¼�¿ ñ ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼�¿XóTÓé��²Y³S½7À�½XÃ�Â s Î-Ö�ÃfÇ+³ØÄF·¹ÀV¿¹¿¿7³<ÄF½7¸�À+¼ ¸�¿tÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<Å5Ý¾×\¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ ½¹¸»¼YÆG½7²�³
ÂÈÃ ½7½7³<·Ì³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿I¸�À+¼5À Ç+³]·tÃ�Â�Â�Å�¸È¿�½¹¸»¼{ÄT½ÌÍ�¼�Ã+Â¿I½¹Ã�½7³É¿]Ó���ÀÊÃfÇVÀ+¸ÈÅsÅ�À+ÁYÝ�Â»³ÒÄFÀ+Á�¼V½¹¸»¼�ÆwÀ+¼Y³k²�Ã+¿�½7ÀÊ½¹Ã�ËV³´¸�¼V½¹ÀÊÃ+Ä<ÄFÀVÁY¼¾½�À+¼YÂ�×s²�Ã�Â»ÐcÀ�Ð�½¹²Y³¿7À+Â�¸ÈÅ
Ã+¼YÆ+Â�³+ÕE¸(Ó ³VÓ
0 ≤ ϕ < 2π

Ã�¼{Å
0 ≤ θ < π/2

ÕYÃ+¼�ÅÙÍ�¼�Ã�Â�Â�×ÌÍ�¼�ÅY¿
σ = 8πa2 ñ îYÓ W ÷�ó

ÐÚÀV·�½¹²Y³�Ä<Ã+¿7³�À�Ð*¸ÈÅ�³]¼¾½¹¸�Ä<Ã�Â�Ý"ÀV¿7À+¼{¿]Õ¾Ö�²Y¸�Â»³�½¹²Y³�½¹À�½XÃ�Â
s
Î-Ö�ÃfÇ+³�ÄF·¹ÀV¿¹¿c¿7³<ÄT½¹¸»ÀV¼ÌÇ Ã�¼Y¸È¿I²�³<¿.ÐÚÀV·¸ÈÅ�³<¼V½¹¸�Ä<Ã�Â�ÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿<Ó��²�³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ�Â�³]¼YÆ+½7²

a
Ä]Ã�¼%Ý"³�Å�³]½7³<·7ºt¸�¼Y³<Å´ÃVÄ]Ä]ÁY·¹Ã�½7³<Â»×�ÐÚ·7ÀVº�Ã�Ç Ã+·7¸�³F½�×�À�ÐY³Fµ�¶"³]·7Î¸�ºt³]¼¾½¹¿<Õ£³+Ó Æ�Ó�¶Y²YÀ+½7À¾Ã+¿¹¿IÀ�ÄF¸ÈÃ ½¹¸»ÇV³k¿7¶{³ÉÄT½¹·7À¾¿7Ä]À+¶E×ØÀ+·´Ã+¼�Ã�Â�×�¿I¸È¿�À�Ð�öY³<¿7²EÝ�Ã+ÄX²�·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿]ÕÃ+¼�Ås¶YÂÈÃf×�¿�ÃÌÄF³<¼V½¹·¹Ã+Â*·¹À+Â�³%¸»¼s½¹²Y³%½7²�³]À+·¹×ÊÀ+ÐcÄFÀ+ÂÈÅsÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼�¿<Óaò?²Y³<¼SÀ+¼�Â»×ÙÂ»À Ö�³]¼Y³<·7ÆV×¿I½¹Ã�½7³É¿cÃ�·¹³�¸»¼EÇ+ÀVÂ»ÇV³<Åk¸»¼ÌÃ%Ä]À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼Ò¶Y·¹À�ÄF³<¿¹¿<Õ�Ö�³�Ö�¸�Â�Â�¿I³<³�½7²�Ã�½.½7²Y³�¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ�Â�³]¼�Æ�½7²t¸È¿½¹²Y³ÏÀ+¼YÂ�×w¶�Ã+·¹Ã+ºt³F½7³<·�³<¼¾½7³]·¹¸�¼YÆkÃ+¼Ù³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³�¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼w½¹²�Ã ½�Ä<Ã�¼ÊÝ"³%¿IÁ�Ý�¿�½¹¸�½¹Á�½7³ÉÅwÐÚÀV·½¹²Y³%ÐÚÁYÂ�Â�½�Ö&À�Î-Ý{À�Å�×Ê¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â Ó���²�¸�¿�¸È¿�Ç+³<·7×ÙÃ�¶Y¶"³<Ã+Â»¸�¼YÆ�ÕY¿7¸�¼�ÄF³Ï½¹²Y³%À+·¹¸»ÆV¸»¼{Ã�Â~¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â¸È¿tÅ�³]³<¶\Ã�¼{ÅH²�Ã+¿ÒÃ�Ä]À+ºt¶YÂ�¸�Ä<Ã ½¹³<ÅH¿I½7·¹Á�ÄT½¹ÁY·7³VÕ�½7²�Ã�½ÒÄ<Ã�¼Y¼YÀ+½kÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â»Â�×GÝ"³ÙÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<ÅÃ+¼�Ã�Â�×¾½7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×+Ó



X � ��í�� îoë/½Åí�¾&��ísî�¿¸ð4í��6� ñ �µñ íjê"�
��ÀtÅY³]·¹¸»ÇV³�½7²�³�³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³�¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼�Õ¾¸»½�¸�¿&Á�¿7³FÐÚÁ�Â~½7ÀÌÃ�¼�Ã+Â»×EÛ<³�½7²�³�¶�·7ÀVÝYÂ»³<º±¸»¼Ù½7²�³ºtÀ+ºt³<¼V½¹ÁYºé·¹³]¶�·7³É¿I³<¼V½XÃ ½¹¸»ÀV¼*Õ Ö�²Y³]·¹³&½7²Y³���ÄX²Y·:9EÅY¸»¼YÆV³]·�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ÒÝ{³ÉÄFÀVºÒ³É¿cÃ�¼t¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼ÙÐÚÀ+·

ψ(k)
å

~
2k′2

2µ
ψ(k′) +

∫ Å
k′′

(2π)3
U(k′ − k′′)ψ(k′′) =

~
2k2

2µ
ψ(k′),

ñ î�Ó W �¾ó
U(k)

Ý"³]¸�¼YÆÒ½7²�³Ïö�À+ÁY·¹¸�³]·�½7·XÃ�¼�¿IÐÚÀ+·¹ºüÀ�Ð�½¹²Y³�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â*Ã�¼�Å
E = ~

2k2/2µ
½7²�³�³<¼Y³]·¹Æ+×³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³+Ó.��²Y³ÏÖ�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼ ñ î�Ó W ó&·¹³<ÃVÅY¿

ψ(k′) = (2π)3δ(k′ − k) + ψsc(k
′)

ñ î�Ó W y¾ó
Ã+¼�ÅÙ¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³É¿&½7²Y³%¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â~³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼$·
(

~
2k2

2µ
− ~

2k′2

2µ

)

ψsc(k
′) = U(k′ − k) +

∫ Å
k′′

(2π)3
U(k′ − k′′)ψsc(k

′′).
ñ î�Ó�î�í¾ó

��²Y³�ÐÚÀV·7ºt³]·�³]µ�¶Y·7³É¿7¿7¸�À+¼ÙÄ<Ã�¼
Ý{³%·¹³<Ä<Ã+¿I½�¸»¼
½7²�³´Ã�Â»½7³]·¹¼�Ã�½7¸�Ç+³�ÐÚÀ+·¹º
ψsc(k

′) =

(

~
2k2

2µ
− ~

2k′2

2µ
+ i0+

)−1

T (k′,k).
ñ î�Ó�î W ó

��²Y³�Í�·X¿�½�½7³]·¹º À+¼%½¹²Y³�·¹¸�Æ+²¾½�²�Ã+¼�Å®¿7¸�ÅY³cÀ�Ð ñ î�Ó�î W ó�¸�¿�½7²�³�+Á.a'40*8;� 5 +À./%�)�3 5 34+,� 5 #63(#�; 5 3(3�!�Â 1>(7s!N%�+À./'"!
G
Õ{Ã+¼�ÅØÃ�¼s¸�¼�Í�¼Y¸»½7³É¿I¸�ºÌÃ�Â�¸�ºÌÃ�ÆV¸»¼�Ã+·7×Ù¶�Ã�·7½�²�ÃV¿�Ý{³<³]¼SÃVÅYÅ�³<Å
½¹Àw³]¼�ÐÚÀV·¹Ä]³Ï½7²Y³Ý"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×ØÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿�À�Ð�ÀVÁ�½7ÆVÀ+¸�¼YÆÊÖ�ÃfÇ+³É¿]ÓÏ��²Y³t¿I³ÉÄFÀ+¼{ÅØ½7³<·7ºsÕ"½7²�³°A»'�!�0,1 H 34) ) D�1�%(��+/0

+=3 5 . ! 0 -��"+ 5 .�Ã T ÕY¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³É¿&½7²Y³´��¸»¶Y¶�ºtÃ+¼Y¼�Î���ÄX²EÖ�¸»¼�Æ+³]·&³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼
T (k′,k) = U(k′ − k) +

∫ Å
k′′

(2π)3
U(k′ − k′′)

(

~
2k2

2µ
− ~

2k′′2

2µ
+ i0+

)−1

T (k′′,k),ñ î�Ó�î+îVóÀV·<Õ�ºtÀ+·¹³�ÐÚÀ+·¹ºtÃ+Â»Â�×+Õ
T = U + UGT.

ñ î�Ó�î�ïVó
��²Y³Ï¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³ÉÅÌÖ&ÃfÇV³�Ä]Ã+¼wÝ"³�³]µ¾½¹·¹ÃVÄT½¹³<ÅtÐÚ·¹À+º ñ î�Ó�î W óFÓ�ò�³ÏÃ�·¹³�À+¼�Â»×t¸�¼V½¹³]·¹³<¿I½7³ÉÅw¸�¼w½7²�³ÐqÃ+·�Í{³]ÂÈÅ®·¹³]ÆV¸»ÀV¼*Õ Ã�¼�ÅkÖ�³&Ö�¸�Â»Â�ºÌÃ�ËV³�½¹²Y³�Ã�¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ�½7¸�À+¼

T (k′,k) ' T (0,k)
¿7¸»¼�Ä]³&½7²Y³¸�ºt¶{ÀV·I½XÃ�¼¾½�öYÀ+Á�·7¸�³]·�Ä]À+ºt¶{ÀV¼Y³]¼¾½X¿�Ã�·¹³�½¹²YÀV¿7³ÏÐÚÀ+·�Ö�²�¸�ÄX²

k′ . 1/r
Óc��¿I¸�¼YÆt½7²�³´öYÀ+Á�·7¸�³]·½¹·¹Ã+¼�¿�ÐÚÀV·7º±À+Ð�½¹²Y³®ô�·¹³]³]¼e5 ¿&ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼

G(r) =
2µ

~2

∫ Å
k′

(2π)3
eik′·r

k2 − k′2 + i0+
= − µ

2π~2

eikr

r

ñ î�Ó�î"zEó
Ö&³�Í�¼�Å

ψsc(r) ' − µ

2π~2
T (0,k)

eikr

r
.

ñ î�Ó�î+òVó
Þ�ÀVºÒ¶{Ã�·¹¸»¼YÆ ñ î�Ó W ó�Ã+¼�Å ñ î�Ó�î+ó�Ö�¸�½¹² ñ î�Ó�î+ò+óTÕ�Ö&³®¿7³]³Ï½¹²�Ã ½�½¹²Y³k¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆÌÃ+ºÒ¶�Â»¸»½7Á�ÅY³´¸�¿·¹³]ÂÈÃ ½¹³<ÅÊ½7ÀÒ½7²Y³

T
ºÌÃ ½¹·7¸»µÊÝE×

fk = − µ

2π~2
T (0,k).

ñ î�Ó�î�ð¾ó
¹(Ä ÌæÇ2ÓÀÌ

(k′2 − k2)δ(k′ − k) = 0
Ä$Â½Ñ2Ì»ÎeÌ�¾ÀÑ9Ì�Ì»ÆVÇ2È(ÙØ× ¾ Ð�×ØÓ�¾e¿�Ô�Ì�×ØÁ4¾eÌ»Á2Ê2Ì»Êw×ØÁo¾ÀÑ9Ì�¼"È(Î/ÙÜÈ(Á2Ï»Ì¿(Ý�Ê2×ØÓ/¾ÀÎ/×ØÔ2Ç9¾e×Ø¿µÁ�¾eÑ2Ì»¿µÎ�Ð4Äj×àç Ìµç

R
Ê
kφ(k)(k′2 − k2)δ(k′ − k) = 0

Ý�¿µÎ¶È(Á4Ð<¾eÌ»Óe¾¶Ý�Ç2Á2Ï=¾À×Ø¿µÁ
φ(k)

Â½× ¾ÀÑÔ�¿µÇ2Á2Ê2Ì»Ê�ÓeÇ2¼2¼�¿µÎ/¾�Á2¿(¾½Ñ"È»Ö9×ØÁ2ÍqÈ�ÓÀ×ØÁ2ÍµÇ2ÙÜÈ(Î/× ¾ Ð�×ØÁ
k = k′

ç



X ì
��²�³��*¸�¶Y¶YºÌÃ�¼�¼�Î��YÄX²¾Ö�¸�¼YÆV³]·�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼´Ã+Â»Â�À Ö�¿~À+¼Y³c½7À�ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼%Ã�¼%³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³c¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â½¹²�Ã ½&Ä]Ã�¼ÒÝ"³�Á�¿7³<Åk½7À´Å�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³&Â�À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV×´ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�¿�¸�¼tÃ%ÅY¸»Â�Á�½7³�Æ¾Ã+¿<Ó���¼ÌÀV·¹Å�³<·£½7À´¿7³]³²�À Ö%Õ{Â�³F½�Á�¿�¿7¶YÂ�¸�½�½7²Y³k¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â£Ã�¶Y¶"³<Ã+·7¸�¼YÆÌ¸�¼ ñ îYÓ îVî�ó�¸�¼¾½7ÀÊ½�Ö�Àw¶{Ã�·7½¹¿<ÕYÍ�·X¿�½Ï¿IÁ�ºÒºt¸�¼YÆÀ ÇV³]·Ò¿�½XÃ ½7³É¿®Ö�¸»½7² ³]¼�³]·¹Æ+×�Æ+·¹³<Ã ½¹³]·®½7²�Ã+¼

Ec = ~
2k2

c/2µ
Õ.Ã�¼{ÅH½7²�³]¼5¿7ÁYºtºt¸»¼�ÆGÀ ÇV³]·¿I½¹Ã�½7³É¿´Ö�¸»½7²HÂ�À Ö�³<·´³]¼Y³<·7ÆV×PW ÓØ��²Y³tÍ�·X¿�½k¿7ÁYºtºÌÃ ½¹¸»ÀV¼âÅ�³FÍ�¼�³<¿®ÃØÑ¾Á�Ã+¼¾½7¸»½�×

ŨEc
(k′,k)½¹²�Ã ½�¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³É¿

ŨEc
(k′,k) = U(k′−k)+

∫

k′′>kc

Å
k′′

(2π)3
U(k′−k′′)

(

~
2k2

2µ
− ~

2k′′2

2µ
+ i0+

)−1

ŨEc
(k′′,k)

Ã+¼�ÅsÅ�³]¶"³]¼{ÅY¿�³Fµ�¶YÂ�¸ÈÄF¸»½7Â�×ÊÀ+¼
½¹²Y³´¿I¶"³<Ä]¸�Í"ÄÏ³]¼Y³<·7ÆV×ÊÄFÁ�½7Î(À+Ü
Ec
Ó���²Y³´¿7³<Ä]À+¼�Å
¿I½7³]¶sÆV¸»ÇV³<¿½¹²Y³

T
ºtÃ�½7·¹¸�µÙ¸»¼
½7³<·7ºÌ¿�À+Ð�½¹²Y³%³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³Ï¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼

Ũ
å

T (k′,k) = ŨEc
(k′,k)+

∫

k′′<kc

Å
k′′

(2π)3
ŨEc

(k′,k′′)

(

~
2k2

2µ
− ~

2k′′2

2µ
+ i0+

)−1

T (k′′,k).

��²�¸�¿%ÂÈÃ+¿I½Ï³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¿7²YÀ Ö�¿�½7²{Ã ½<Õ�¸�Ð�À+¼Y³t·¹³]¶YÂÈÃ+Ä]³<¿�½7²Y³ÌÝ{Ã�·¹³k¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼
U
ÝE×

ŨEC

Õ½¹²Y³�ÐÚÁYÂ�Â
T
ºÌÃ ½7·¹¸»µÊÄ]Ã�¼ÙÝ{³ÏÀVÝ�½¹Ã+¸»¼Y³ÉÅw¸�¼�ÄFÂ�Á�Å�¸�¼YÆÒÀ+¼YÂ�×wÃkÂ»¸�ºt¸�½¹³<Å
¿IÁYÝ{¿I³]½&À+Ð�Â»À Ö�Î-³]¼�³]·¹Æ+×¿I½¹Ã�½7³É¿]Ó&�-Ð.Ö�³%Â�³F½

Ec → 0
ÕY½¹²Y³´³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³%¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼s·¹³<Å�Á{ÄF³<¿�½7Àt½7²�³

T
ºtÃ�½7·¹¸�µ�Õ�Ã+¼�ÅÄ]À+ºt¶�Ã+·7¸�¼YÆ ñ î�Ó W z¾ó�½7À ñ îYÓ î+ð+ó�Ö�³%ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼

U0 ≡ lim
kc→0

ŨEc
(0, 0) = T (0, 0) =

2π~
2a

µ
.

ñ îYÓ î¾÷�ó
��¼8½¹²Y³wÛ<³]·¹ÀØ³]¼Y³<·7ÆV×+Õ�Â�À+¼�ÆØÖ&ÃfÇV³]Â�³]¼YÆ+½7²�Â»¸�ºt¸�½ÉÕ�½¹²Y³w³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³

s
Î-Ö&ÃfÇV³k¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼HÅ�³]Î¶"³]¼{ÅY¿´ÀV¼�ÃØ¿7¸»¼�Æ+Â�³Ò¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·ÉÕ�½7²Y³Ù¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�ÆÙÂ�³]¼YÆ+½7²*ÓÊ�-Ð&½¹²Y³t½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã�Â�Â»³<¼YÆ�½¹²�À ÇV³]·Ö�²�¸�ÄX²8½¹²Y³t½�Ö�À+Î(Ý"À�Å�×�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�¸�¿´Ã+¶Y¶Y·¹³<Ä]¸�Ã+ÝYÂ»×GÅ�¸�Ü~³]·¹³]¼¾½%ÐÚ·¹À+º>Û]³]·¹Às¸�¿k¿IºÌÃ+Â»ÂcÄ]À+ºÒÎ¶{Ã�·¹³<ÅÊ½7Àt½7²�³%¸»¼¾½7³<·7¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³ÏÅY¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³VÕY¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼�¿&¸»¼ØÃÌÄ]À+ÂÈÅÊÆ¾Ã+¿�Ä]Ã+¼ÙÝ"³´Ã+Ä<ÄFÁY·XÃ ½¹³]Â�×ÅY³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<Å8ÝE×GÃ

s
Î-Ö&ÃfÇV³ÌÄFÀ+¼¾½XÃ+ÄT½%¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼HÄFÀVºtºÒÀV¼YÂ�×�·¹³FÐÚ³]·¹·¹³<Å�½7À�ÃV¿�½7²Y³ÅU�3 5 -�.8$143�7;#d'Ú8;'"+=3�!A+e./��) ÕEÖ�²YÀV¿7³�¿�½¹·7³<¼YÆ�½¹²k¸È¿cÆV¸»ÇV³]¼Ò¶Y·¹³<ÄF¸È¿7³]Â�×´ÝE×´½7²�³�³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³�¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼

U0Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<Å
Ã�Ý"À Ç+³Vå
U(r) = U0

∂ (r . . .)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

δ(r).
ñ îYÓ î6�Vó

ò8ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼�¿&Ö�¸»½7²
s
Î(Ö�ÃfÇ+³�¿I×Eºtºt³F½7·¹×ÌÅ�¸�Ç+³]·¹Æ+³�¸»¼Ù½7²�·7³<³�Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼�¿�Ã ½�ºtÀV¿I½&Â�¸�Ë+³

1/r
¸�¼
r = 0

Õ�Ã�¼�Åâ½7²Y³ØÅ�³<·7¸�Ç Ã ½7¸�Ç+³Ê½7³<·7º ²�ÃV¿ÒÝ{³<³]¼ ¸»¼¾½7·¹À�Å�Á�Ä]³<ÅH½¹ÀG·¹³]ÆVÁYÂÈÃ�·¹¸»Û<³Ì½7²Y³Ä]À+¼¾½¹ÃVÄT½�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�Ã�½�½¹²Y³ÒÀ+·¹¸»ÆV¸»¼*Õ"¸(Ó ³VÓ{½¹ÀÙÆV¸»ÇV³®Ã
Å�³FÍ�¼�¸�½¹³kºt³<Ã+¼Y¸�¼YÆw½¹ÀÊ½¹²Y³ÒÄ]À+ºkÝY¸»¼{Ã Î½¹¸»ÀV¼
U(0)ψ(0)

Ót	&×S¸»¼¾½¹·7À�Å�Á�Ä]¸»¼�ÆÙ½¹²Y³t¶�¿7³]Á�Å�ÀV¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â ñ îYÓ î6�+óTÕ�½7²Y³ÌÖ�²�À+Â�³k³]Ü"³ÉÄT½´À�Ð½¹²Y³w¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼8Ý"³F½�Ö&³]³]¼�½¹²Y³Ì½�Ö&ÀØ¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿%¸È¿%·¹³]¶YÂÈÃ+Ä]³<Å�ÝE×GÃsÇ Ã�¼�¸�¿7²Y¸�¼YÆØ¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â¿7ÁY¶Y¶�Â»³<ºÒ³<¼¾½7³<ÅGÝE×ØÃÊÝ"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×ØÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼ØÐÚÀ+·�½¹²Y³kÂ�À+Æ¾Ã�·¹¸�½¹²Yºt¸�Ä®Å�³]·¹¸»Ç Ã�½7¸�Ç+³®À+Ð
rψ

Ã�½½¹²Y³%À+·¹¸�Æ+¸�¼*å
1

rψ

∂ (rψ)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

= −1

a
.

ñ îYÓ î6yVó
� º½ÓÀ×ØÁ2ÍæÈqÝ�¿µÎ/ÉqÈ(Ù;Á9¿(¾,ÈÚ¾e×Ø¿µÁmÄnÂ�Ì�Â�Î/× ¾eÌ

G = G> + G<

ÄsÈ(Á2Ê<Ê2Ì(Æ"Á9Ì
È(Á�Ì(Ç6Ì»Ï=¾À× Ö�Ì
×ØÁ�¾ÀÌ»ÎeÈ(Ï=¾À×Ø¿µÁ
Ũ¾ÀÑ"ÈÚ¾�Ó,ÈÚ¾e×ØÓ/Æ2ÌÃÓ

Ũ = U + UG>Ũ .È Ç2Ù ¾À×Ø¼9Ù Ð9×ØÁ2Íæ¿µÁ�¾eÑ2Ì
ÙØÌ=Ý ¾¶Ô4Ð
U−1

È(Á2Ê�¿µÁ<¾ÀÑ2Ì
Î/×ØÍµÑ�¾�Ô�Ð
Ũ−1
ÄnÂ�Ì°ÍµÌ=¾

U−1 = Ũ−1 + G>. É Î/¿µÉÊ�Ë ç Ë�Ì?Í Â�Ì�Ñ"ÈÃÖ�Ì
U−1 = T−1 +G

ÄVÈ(Á2ÊqÌ»ÆVÇ2ÈÚ¾À×ØÁ2Ía¾ÀÑ9Ì�Îe×ØÍµÑ�¾�Ñ"È(Á9Ê�Óe×ØÊ2Ì»Ó�¿(Ým¾eÑ2Ì�¾ ÂN¿�ÙÜÈÚ¾/¾ÀÌ»Î�Ì»Æ4Ç"ÈÚ¾À×Ø¿µÁ9ÓÂ�Ì�Æ"Á2Ê
T
È(Ó�ÈaÝ*Ç2Á9Ï»¾e×Ø¿µÁ�¿(Ý

Ũ Î
T = Ũ + ŨG<T.



X$X ��í�� îoë/½Åí�¾&��ísî�¿¸ð4í��6� ñ �µñ íjê"�
Ï�YZX Ð ��
 \ ��ÑÓÒ;��
TÔ�

����

��� ��ÿL`��½��
 \ b4���
ö�À+·´¿I½7·¹À+¼YÆ
¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼�¿ÏÀ+·´¿7ºÌÃ�Â�Â.¸»¼¾½¹³]·¹¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³Ì¿I³<¶�Ã�·XÃ ½¹¸»ÀV¼�¿]Õ�³<¼Y³]·¹Æ+×Ø¶�Â�Ãf×�¿%Ã�¼�¸�ºkÎ¶"À+·7½¹Ã+¼V½&·7ÀVÂ»³�¸»¼ÙÅ�³F½¹³]·¹ºÒ¸�¼Y¸�¼YÆt¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ´¶Y·¹À+¶"³]·7½7¸�³<¿<å£Ä]À+¼�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼V½¹Â»×VÕ+½¹²Y³�½7²Y³<À+·¹×Ò¶�·7³]Î¿7³]¼¾½7³ÉÅÊ¸�¼Ù½7²Y³%¶Y·¹³<Ä]³<Å�¸�¼YÆÌ�E³<ÄF½7¸�À+¼
º®Á�¿I½�Ý"³�¸�ºt¶Y·¹À Ç+³<Å*Ó�ò?²�³]¼
½7²Y³%¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÒÂ»³<¼YÆ�½¹²
|a| Ý{³ÉÄFÀ+ºt³É¿�Â�Ã+·7ÆV³]·�½¹²�Ã�¼ 1/k

½¹²Y³®¿7¸»ºt¶YÂ�³%·¹³]ÂÈÃ ½7¸�À+¼
fk = −a ¸�¿�¼YÀÌÂ»ÀV¼YÆ+³<·�Ç Ã�Â�¸�ÅsÃ�¼{Å½¹²Y³%¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�ÆÒÃ+ºÒ¶�Â»¸»½7Á�ÅY³�Ý"³<Ä]À+ºt³<¿�³<¼Y³]·¹Æ+×¾Î�Å�³]¶"³]¼{Å�³]¼¾½<Ó�Ô&½�½7²�³Ï¿¹Ã�ºt³�½7¸�ºt³+Õ�½¹²Y³Ï¸»¼�Î½¹·7À�Å�Á�ÄF½7¸�À+¼sÀ�ÐcÃwÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â£Ä]Ã�¼sÝ"³
±�Á�¿I½7¸»Í�³<ÅSÀ+¼YÂ�×Ù¸�¼s½7²�³´Â»À Ö�Î�Å�³<¼�¿I¸»½�×wÂ�¸»ºt¸»½<Ó��¼t½¹²Y¸�¿&�E³<ÄF½7¸�À+¼ÌÖ&³�Í�·X¿�½.Í{¼�Åt½7²�³�Â»À Ö&³<¿I½cÀ+·XÅ�³<·c³]¼Y³<·7ÆV×®ÄFÀV·7·¹³<ÄF½7¸�À+¼�¿£½¹À%½7²�³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆÃ+ºÒ¶�Â»¸»½7Á�ÅY³�Ã�¼�ÅáÄ]·7À¾¿7¿Ì¿7³<ÄF½7¸�À+¼*Õ&½7²�³]¼ç¿7²YÀ Ö[²�À Ö[³<¼Y³]·¹Æ+×\¿7²Y¸»Ðø½¹¿ÙÅ�ÁY³Ø½¹ÀH¸»¼¾½7³<·7¶{Ã�·7½7¸»ÎÄ]Â»³Ì¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿%Ã+·7³t·¹³]ÂÈÃ ½¹³<Å�½7ÀØ¶Y²�ÃV¿I³w¿7²Y¸»Ðø½¹¿<Õ�Ã+¼�ÅGÍ�¼�Ã�Â�Â�×�¶Y·¹³<¿7³]¼¾½´ÃsºtÀEÅY¸�Í�³ÉÅâô�ã³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼Ù½7²{Ã ½�½¹Ã+Ë+³<¿�¸�¼¾½7ÀÌÃ+Ä<ÄFÀVÁY¼¾½�½¹²Y³%¼YÀ+¼YÎ(Û<³]·¹À®·XÃ�¼YÆV³�À+Ð�½¹²Y³Ï³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³´Ã ½¹À+ºÒÎ-Ã�½7ÀVº¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼*Ó��²Y³k³]¼Y³<·7ÆV×VÎ�Å�³<¶{³<¼�Å�³]¼{ÄF³%À�Ð�½¹²Y³

s
Î-Ö&ÃfÇV³´ÄF·¹ÀV¿¹¿�Î�¿I³ÉÄT½¹¸»ÀV¼Ù¸È¿�¿7¸»ºt¶YÂ�×ÙÐÚÀ+ÁY¼�ÅSË+³]³<¶Y¸�¼YÆ½¹²Y³%À+¼YÂ�×

l = 0
½¹³]·¹ºN¸�¼
��Ñ{Ó ñ îYÓ�÷ óFÕY·¹³<¿7ÁYÂ�½¹¸»¼�ÆÒ¸�¼�Õ

fk =
1

k cot δ0 − ik
= − 1

a−1 + ik
.

ñ î�Ó ï+í¾ó
Ô�Â�½¹³]·¹¼�Ã ½¹¸»ÇV³]Â�×+ÕV½7²Y³��*¸�¶Y¶YºÌÃ�¼Y¼YÎ���ÄX²EÖ�¸�¼YÆ+³<·�³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼wÄ<Ã�¼ÌÝ"³�³]µ�¶�Ã�¼�ÅY³<Åt¸�¼Ê¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆ¶"À Ö�³<·¹¿&À+Ð�½7²�³%¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼

U
Ã�¼�ÅÙÐÚÀV·7ºÌÃ�Â�Â�×Ì·7³]Î-¿7ÁYºtºt³<ÅÊ½7ÀtÍ�¼�Å

T = U + UGU + UGUGU + . . . = U
1

1 −GU
.

ñ î�Ó ï W ó
ö�À+·Ì½¹²Y³�¿7¶{³ÉÄF¸ÈÃ�Â�Ä<Ã+¿7³ØÀ�Ð�½7²Y³G¶�¿7³]Á�Å�ÀV¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â ñ îYÓ î6�+óTÕ�½¹²Y³

T
ºÌÃ ½¹·7¸»µ ÃVÅ�ºt¸�½X¿Ì½7²�³Ã+¼�Ã�Â�×¾½7¸ÈÄ�ÐÚÀV·7º

T (0,k) =
2π~

2

µ

1

a−1 + ik
,

ñ î�Ó ïVîVó
Ã+¼�ÅØÄFÀVºÒ¶{Ã�·¹¸»¼YÆÌÖ�¸»½7² ñ î�Ó�î�ðVó�Ö&³®Ã�Æ¾Ã�¸�¼ÙÍ{¼�Ås½7²�³k¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆwÃ�ºt¶YÂ�¸»½7Á�Å�³ ñ îYÓ ïVí+óTÓ���²�³Å�¸»Ü~³]·¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�³<¼Y³]·¹Æ+×¾Î�Å�³]¶"³]¼�ÅY³]¼¾½�ÄF·¹ÀV¿¹¿&¿7³<ÄF½7¸�À+¼ÙÐÚÀ+·�Å�¸È¿I½7¸�¼YÆ+ÁY¸È¿7²�Ã�ÝYÂ�³%¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿�¸È¿�ÆV¸»ÇV³]¼ÝE× Å

σÅ
Ω

(k) =
a2

1 + k2a2
,

ñ î�Ó ï+ï¾ó
¸�¼ØÃ+Ä]Ä]À+·XÅwÖ�¸»½7²
½7²�³w'Ú8$+À./%(�")�+ H 3Ú' 5 34-

σ =
4π

k

��º
fk,

ñ î�Ó ï�zEó
½¹²�Ã ½ÌÂ�¸»¼YË�¿Ò½¹²Y³s½7À+½¹Ã�Â�Ä]·7À¾¿7¿t¿7³<ÄF½7¸�À+¼â½¹À8½7²Y³Ø¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆ8Ã�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³ZÖVÓ?Ô�¿Ì¿I½¹Ã�½7³ÉÅ\¸�¼Þ�²�Ã+¶*Ó W ÕYö�³<¿7²¾Ý{Ã+ÄX²Ê·¹³<¿7À+¼{Ã�¼�Ä]³<¿&Ä]Ã�¼
Ý"³�³]µ�¶YÂ»ÀV¸�½¹³<ÅÊ½7ÀÒ½7Á�¼Y³�½7²Y³´¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆkÂ»³<¼YÆ�½¹²Ê½¹ÀÃ+·7ÝY¸»½7·XÃ�·¹×ÒÇfÃ+Â»Á�³<¿<å�½¹²Y³�³<¼Y³]·¹Æ+×¾Î�Å�³]¶"³]¼{Å�³]¼�Ä]³�À+Ð*½7²Y³Ï¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆkÄ]·7À¾¿7¿IÎ�¿I³ÉÄT½7¸�À+¼tºkÁ�¿�½�Ý"³½XÃ�Ë+³<¼w¸�¼V½¹ÀÒÃVÄ]Ä]À+ÁY¼¾½�Ö�²�³]¼Y³<Ç+³]·&À+¼�³�³]¼¾½¹³]·X¿c½¹²Y³Ï·7³<Æ+¸�ºÒ³�À�Ð�¿I½7·¹À+¼�Æ´¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼�¿�Ö�²Y³]·¹³
k|a| & 1

Õ¾Ã+¿�¸È¿�³]ÇE¸ÈÅ�³]¼¾½.ÐÚ·¹À+ºP��Ñ"Ó ñ îYÓ ïVï�óTÓ�ò?²Y³<¼ |a| Ý{³ÉÄFÀVºÒ³É¿�º®Á�ÄX²tÝY¸�Æ+ÆV³]·£½7²{Ã�¼ k−1½¹²Y³kÄ]·7À¾¿7¿�¿I³ÉÄT½7¸�À+¼G¿7Ã�½7ÁY·XÃ ½¹³<¿�½¹Àw½¹²Y³kÇ Ã+Â»ÁY³
σ = 4π/k2 Ã�¼{ÅØ¸�¿Ï¿¹Ã�¸ÈÅ
½7ÀÙÝ{³%æ�Á�¼Y¸�½XÃ�·¹¸�½�×Â�¸»ºt¸»½7³ÉÅ¾èXÓ

×:Ä Ì¶Ç2ÓeÌ
cot δ = i

„

Ì
iδ +
Ì
−iδÌ

iδ −
Ì
−iδ

«

= i

„

1 +
2Ì

2iδ − 1

«

.

ØGÙ ÝAÑ2×ØÍµÑ2Ì»Î�¼2È(Î/¾e×ÜÈ(ÙsÂRÈÃÖ�Ì»Ó¶È(Î/ÌÕ×ØÁ2Ï»ÙØÇ2Ê9ÌÃÊdÄ6¾eÑ2ÌÅ¾ÀÑ9ÌÃ¿µÎ/Ì»ÉI×ØÓ½Óe¾e×ØÙØÙnÖµÈ(ÙØ×ØÊ�¼2Îe¿ÃÖ9×ØÊ9ÌÃÊ
fk

×ØÓ�ÓeÇ2Ô2Óe¾e× ¾eÇ9¾ÀÌ»ÊÔ4Ð
fk(0)

Ä2¾eÑ2ÌÅÓÀÏÃÈÚ¾/¾ÀÌ»Î/×ØÁ2ÍqÈ(É
¼2ÙØ× ¾eÇ2Ê2Ì¶×ØÁq¾ÀÑ9Ì�Ý*¿µÎ�ÂRÈ(Î/Ê�Ê2×ØÎ/ÌÃÏ=¾e×Ø¿µÁmç



Ú��Û� �$ê"��ì�Ü1¿
¾=î���Ý1��ê"î��6êVë��`ð?�9ë=ëN�6ì�ñ ê"Ü XAg

Ô&½Ì¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½7Â�×8²Y¸»ÆV²â³]¼�³]·¹Æ+¸�³<¿
k cot δ0

¸È¿k¼YÀ�Â�À+¼YÆV³]·ÒÃ�ÄFÀV¼�¿I½¹Ã�¼¾½ÉÕcÃ�¼�Å8½¹²Y³ÙÍ�·¹¿I½Ä]À+·¹·7³ÉÄT½¹¸»ÀV¼w½7ÀÌ��Ñ{Ó ñ î�Ó W ïVó&¸�¿�ÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â»Â�×ÌÖ�·7¸»½I½¹³]¼ØÃ+¿�² ï6y ´
k cot δ0 = −1

a
+

1

2
rek

2 + o
(

k2
)

,
ñ îYÓ ï¾ò+ó

½¹²�Ã ½�#d3ßÞa!$3�1�½¹²Y³�³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³�·¹Ã+¼YÆ+³
re
Ó���²Y¸È¿£ÐÚÀ+·¹º®ÁYÂÈÃ�¸È¿�ÄFÀV·7·¹³<ÄF½�ÐÚÀ+·c¿7²YÀV·I½�·¹Ã+¼YÆ+³�¶{À+½7³<¼�Î½¹¸�Ã+Â�¿.ÐqÃ�Â�Â»¸�¼YÆ%À�Ü
Ã ½.¸»¼YÍ�¼Y¸»½�×®ÐqÃV¿�½¹³]·�½7²{Ã�¼ÌÃ�¼E×´¶"À Ö�³<·.À�Ð

1/r
Õ+Ã+¼�ÅÒ²�Ã+¿�Ý"³]³<¼Ì³FµE½7³<¼�¿7¸»ÇV³]Â�×Á{¿I³ÉÅt¸»¼Ì¼EÁ�Ä]Â»³ÉÃ�·�½7²�³]À+·¹×+Ó�ò?²Y³<¼t½7²Y³�³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³�·¹Ã+¼YÆ+³�¸È¿�½¹Ã+Ë+³]¼t¸�¼¾½7À´Ã+Ä<ÄFÀVÁY¼¾½<Õ�½¹²Y³�¿¹Ä]Ã�½IÎ½¹³]·¹¸»¼�ÆtÃ+ºt¶YÂ»¸»½7Á{Å�³%Ý{³ÉÄFÀVºÒ³É¿

fk =
1

k cot δ0 − ik
= − a

1 + ika− arek2/2
.

ñ îYÓ ïVðVó
ö�·7ÀVºA½¹²Y³cÂÈÃ ½7½7³]·�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*ÕÉÖ�³�Å�³<Å�Á{ÄF³.½¹²�Ã ½�Ã�½�¼YÀV¼�Î(Û<³]·¹À�³]¼Y³<·7ÆV¸»³É¿*Ã�ÄFÀV¼¾½¹Ã+ÄF½*¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Âñ ÐÚÀ+·�Ö�²�¸�ÄX²

re = 0
ó&·7³<¶Y·¹ÀEÅYÁ�ÄF³É¿�½¹²Y³´ÄFÀV·7·¹³<ÄF½�¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆtÃ�ºt¶YÂ�¸»½7Á�Å�³´ÃV¿�Â»ÀV¼YÆÌÃ+¿

k |re| � 1.
ñ îYÓ ïE÷�ó

ö�À+·�Ã+Â»Ë Ã+Â»¸�Ã�½7ÀVºt¿&½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×
re ∼ a

Ã�¼�ÅÙ½¹²Y³´ÂÈÃ ½I½¹³]·�·¹³<Ñ¾ÁY¸�·¹³]ºt³]¼¾½�ÄFÀV¸»¼�Ä]¸�ÅY³<¿�Ö�¸»½7²
½7²�³Â�À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV×SÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼
k|a| � 1

ÓwÔ�¿%Â»ÀV¼YÆSÃ+¿Ï��Ñ{Ó ñ îYÓ ïE÷ óÏ¸È¿%¿7Ã�½7¸È¿�Í{³<Å�Õ�½7²Y³ÊÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â.Ä<Ã�¼SÝ"³kÁ{¿I³ÉÅØ½7À
ºtÀ�Å�³]Â�¸�¼V½¹³]·¹¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³´¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿�³]ÇV³]¼S¸�¼�¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³kÀ�Ð�Ãö�³<¿7²EÝ�Ã+ÄX² ·7³É¿IÀV¼�Ã�¼{ÄF³+Õ�¿I¸�¼�ÄF³
re
¸È¿ÌÁY¼�Ã�Ü"³ÉÄT½¹³<Å5Ý¾×â½7²Y³Ø·XÃ�¶Y¸ÈÅ\ÅY¸»ÇV³]·¹Æ+³]¼{ÄF³
À�Ð

a
Ã+¿tÃÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼ØÀ�Ð�½¹²Y³%³FµE½¹³]·¹¼�Ã�Â~Í�³<Â�Å*Ó��²�³´Ä]Ã+¿7³

a→ 0
Å�³É¿I³<·7ÇV³<¿�¿I¶"³<Ä]¸�Ã+Â*ºt³]¼¾½7¸�À+¼�å.³Fµ�¶�Ã�¼{Å�¸»¼�Æ ñ î�Ó ï+ðVó�ÐÚÀ+·�¿7ºtÃ+Â»Â�Ç Ã+Â»ÁY³É¿À+Ð�½¹²Y³´¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆÒÂ»³<¼YÆ�½¹²*ÕYÀ+¼�³�Í{¼�ÅY¿
fk = −a+ ika2 − 1

2
rea

2k2 + o
(

a2
)

.
ñ îYÓ ïd�Vó

�-½c²{Ã+¿�¸�¼�Å�³]³ÉÅ®Ý"³]³<¼Ì¿I²YÀ Ö�¼tÃ�¼{Ã�Â�×V½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×ÏÐÚÀV·.Ý{À+½7²tÃ�¼tÃ ½7½7·XÃ+ÄT½¹¸»ÇV³&¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³&Ö�³<Â»Â�² zVí ´ Ã�¼�ÅÃ
Ç Ã�¼8Å�³<·¸ò�ÃVÃ�ÂÈ¿Ï¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼ ² z Wµ´ ½¹²�Ã ½Ï½¹²Y³Ì³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³t·¹Ã+¼YÆ+³tÅ�¸�Ç+³<·7ÆV³<¿�Ã+¿
a → 0

¸�¼¿7Á�ÄX²ØÃÒÖ&Ãf×wÃV¿&½7ÀtË+³<³]¶sÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½�½7²Y³´Ñ¾Á�Ã+¼¾½7¸»½�×
rea

2 Õ�½7²Y³Ï¶Y·¹³FÐqÃVÄT½¹À+·�À�Ð k2 ¸�¼ ñ î�Ó ï6��óFÓ��²�³´Ý{³<²�ÃfÇE¸»ÀV·�À�Ð
a
Ã�¼{Å

re
Ã�·¹³%Å�³]¶�¸�ÄF½7³<Ås¸�¼Øö£¸»Æ{Ó{î�Ó W ÐÚÀ+·�½¹²Y³®¿¹ÑVÁ{Ã�·¹³�Ö&³]Â�Â*¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Ó��¼8�E³<Ä+Ó~òYÓ ïwÖ�³kÖ�¸»Â�Â£Í�¼�ÅSÃÙ¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·�Å�¸»ÇV³]·¹Æ+³<¼�ÄF³´À+Ð

re
Ö�²�³]¼G¿7À+Â�ÇE¸»¼�ÆÌ½7²Y³k¶Y·¹À+ÝYÂ�³]º À�ÐÃ�ÐÚ·¹³]³s¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³ÙÄ]À+Â�Â»¸ÈÅ�¸�¼YÆ�Ö�¸�½¹² Ã�½7·XÃ�¶Y¶"³<Å5¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹³]· ñ ¿7³]³Øö£¸�Æ�Ócò�Ó W6W óFÓ5öYÀV·

a → 0½¹²Y³tÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼ ñ îYÓ ïE÷ ó�ÐÚÀV·�½¹²Y³kÃ+¶Y¶YÂ�¸�Ä<Ã�ÝY¸�Â»¸»½�×
À�Ð�ÃÊÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â£¿I²�À+ÁYÂÈÅs½7²�³]¼SÝ"³¿7ÁYÝ�¿I½7¸»½7ÁY½7³<ÅsÝE×
k2
∣

∣rea
2
∣

∣� |a| (
Ö�²�³]¼

a→ 0).
ñ î�Ó ï6y¾ó

ò�³�½7ÁY·¹¼w¼YÀ Ö ½7Àk½7²�³�¶"ÀV¿¹¿I¸�ÝY¸�Â»¸»½�×tÀ�Ð*¸�¼�ÄFÂ�Á�Å�¸�¼YÆ®¼�À+¼�Î-Û]³<·7À´·XÃ�¼�Æ+³�³]Ü"³ÉÄT½¹¿�¸�¼w½7²�³�ô�ã³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó ��¼ Æ+³]¼�³]·XÃ�Â&Æ+·¹À+ÁY¼�Å�¿]Õ.¸»½Ì¸�¿Ò¶"ÀV¿¹¿I¸�ÝYÂ�³Ê½¹À8¿7²YÀ Öü½¹²�Ã ½Ìºt³<Ã+¼âÍ�³<Â�Å5³]¼Y³<·7ÆV×¿7²Y¸»Ðø½¹¿�Ã�·¹³�¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼�Ã+Â�½7Àk¶Y²�ÃV¿I³�¿7²Y¸»Ðø½¹¿ ñ ¿7³]³�³+Ó Æ�Ó$² zEî ´ óFÓ.��À´Á�¼�Å�³]·X¿I½¹Ã�¼{ÅÌ²YÀ Öá³]¼Y³<·7ÆV×¿7²Y¸»Ðø½¹¿�Ã�·¹³�·¹³]ÂÈÃ ½¹³<ÅÏ½¹À�¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿<Õ Ã�¿7¸»ºt¶YÂ�³&³FµYÃ�ºt¶YÂ�³�Ä<Ã�¼´Ý"³�Á{¿I³]ÐÚÁYÂ Ó��*³]½�Á�¿�Ä]À+¼�¿7¸�ÅY³]·½�Ö&ÀtÝ{À¾¿IÀV¼�¿�³]¼{ÄFÂ�ÀV¿7³<Åw¸�¼ØÃt¿I¶Y²�³]·¹¸�Ä<Ã�Â�Ý"ÀfµÊÀ�Ð£·¹ÃVÅ�¸»Á{¿
R
ñ ¸�¼
½7²Y³%·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³�Ä]À¾ÀV·¹ÅY¸»¼�Ã�½7³fóTÓ��²�³%³FµYÃ+ÄF½�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼
ÐÚÀ+·�½�Ö&Àt¼YÀ+¼YÎ(¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆÒ¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�¸È¿�À�Ð£½7²Y³�ÐÚÀV·7º

Ψ0 = A
sin(k0r)

r
,

ñ îYÓ z¾íVó
Ö�²�³]·¹³�½¹²Y³�Ý"À+Á�¼�ÅYÃ�·¹×tÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼ÊÀ+Ð*¸»¼�Í{¼Y¸�½¹³ÏÖ&Ã+Â»ÂÈ¿�Ã�½

r = R
¸�ºÒ¶�Â»¸�³<¿�½7²{Ã ½

k0R = nπ
ÕÃ+¼�Å�¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼Ø½7ÀsÁY¼Y¸»½�×�·¹³<Ñ¾ÁY¸�·¹³<¿�½7²�Ã�½

A−2 = 2πR
Ót�-Ð�Ö�³t¼YÀ Ö3½¹ÁY·¹¼�ÀV¼�Ã+¼E×¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼ ñ Ö�¸�½¹²Ì½7²Y³�À+¼YÂ�×kÄ]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼Ò½¹²�Ã ½�¸»½�Ç Ã�¼�¸�¿7²Y³<¿�Ã ½�¸�¼�Í�¼Y¸»½�×kÐqÃ+¿I½7³]·c½7²�Ã+¼

r−2 óFÕ



X�ý ��í�� îoë/½Åí�¾&��ísî�¿¸ð4í��6� ñ �µñ íjê"�

0 2 4 6 8
−6

−4

−2

0

2

4

6

γ

a/
R

,  
  r

e/R
,  

  r
e*a

2 /R
3

a
r
e

r
e
*a2

ö£¸�Æ+ÁY·¹³®î�Ó W å���Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆwÂ�³]¼�Æ�½7²
a
Õ�³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³´·¹Ã+¼YÆ+³
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n(r)Ã+·7ÀVÁY¼�ÅÊ½7²Y³%¸�À+¼�ÕE½7²Y³%³]µ�Ä]³<¿¹¿�¼EÁYº®Ý"³]·�¸È¿�Æ+¸�Ç+³<¼ÊÝE×

∆N = 4π

∫ ∞

0

dr r2 [n(r) − n0] ,
ñ ïYÓ z¾ó

Ö�²�³]·¹³
n0
¸È¿�½¹²Y³´Å�³]¼{¿I¸»½�×wÀ�Ð.Ã ½¹À+ºÌ¿�Ã ½�ÂÈÃ�·¹Æ+³ÏÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿&ÐÚ·¹À+º±½¹²Y³%¸»ÀV¼*Ó��²�¸�¿�¸�¿�Ã�¼�Ã+Â»ÀVÆ+À+Á{¿�½¹À´Ö�²�Ã�½�²�Ã+¿�Ý{³<³]¼wÅ�ÀV¼Y³�³ÉÃ�·¹Â»¸�³]·�½¹À®Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³�½¹²Y³�³]µ�Ä]³<¿¹¿.¼EÁYºÒÎÝ"³]·�À�Ð 4 
�³�Ã�½7ÀVºt¿.ÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½¹³<Å´Ö�¸»½7²wÃ 3 
�³�¸�ºÒ¶�ÁY·7¸»½�×®¸�¼tÂ»¸ÈÑ¾ÁY¸ÈÅ 4 
�³¸² zE÷¾Õ6zd� ´ Ó�ò�³�¿7²�Ã�Â�ÂÅY³]¼YÀ+½7³�½¹²Y³�³]¼�³]·¹Æ+×´¶"³]·cÁ�¼Y¸�½&Ç+ÀVÂ»ÁYºt³�Ã+¿ E(na, ni)

ÕVÖ�²Y³]·¹³
na
Ã�¼{Å

ni
Ã�·¹³&½7²Y³�¼EÁYºkÝ{³<·ÅY³]¼�¿7¸�½¹¸»³É¿�À�Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿�Ã�¼�Å�¸»ÀV¼�¿]Õ"·¹³<¿7¶{³ÉÄT½7¸�Ç+³<Â»×VÓ���²�³ÒÄX²Y³<ºt¸�Ä<Ã�Â£¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�À+Ðc½7²Y³tÃ ½¹À+ºÌ¿¸È¿�ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾×

µa =
∂E
∂na

,
ñ ïYÓ�ò+ó

Ã+¼�ÅÙ½7²Y³<·7³]ÐÚÀ+·¹³�½¹²Y³%ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼Ù½7²�Ã�½�½7²Y¸È¿�Ý{³%Á�¼�ÄX²�Ã�¼�Æ+³<ÅÊÝE×ÊÃ+ÅYÅY¸»¼YÆtÀV¼Y³Ï¸»ÀV¼
Ã+¼�Å
∆NÃ�½7ÀVºt¿�¸È¿

∂2E
∂na∂ni

+
∂2E
∂n2

a

∆N = 0,
ñ ï�Ó ð¾ó

ÀV·
∆N = − ∂2E

∂na∂ni

/

∂2E
∂n2

a

.
ñ ïYÓ ÷�ó

��¼�³ØºtÃf×5Ã�ÂÈ¿IÀâÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³
∆N

ÐÚ·¹À+º ½¹²Y³�ÄX²�Ã+¼YÆ+³
∆F

¸»¼á½¹²Y³s½7²Y³<·7ºtÀ�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â
F = E−µaN

Ö�²�³]¼wÃ%¿7¸»¼YÆVÂ»³�¸�À+¼t¸È¿�ÃVÅYÅ�³<Åk½¹ÀÏ½7²Y³�¿7×�¿�½¹³]ºJÃ ½�Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½
µa
Ó
�³]·¹³

E
¸�¿�½7²�³�½7À+½¹Ã+Â"³<¼Y³]·¹Æ+×tÃ�¼{Å

N
½¹²Y³�½¹À�½¹Ã+Â~¼¾Á�º®Ý"³]·&À�Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿<Ó.��¸»¼�Ä]³�½¹²Y³�¼EÁYºkÝ{³<·À+Ð�Ã�½7ÀVºt¿�¸È¿�Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×
N = − ∂F

∂µa
,

ñ ïYÓ �Vó
¸»½�ÐÚÀ+Â�Â�À Ö�¿�¸»ºtºt³<Å�¸ÈÃ ½¹³]Â�×w½¹²�Ã ½

∆N = −∂∆F

∂µa
.

ñ ïYÓ yVó
ã�·7À ÇE¸ÈÅ�³<Å�½7²Y³ÌÇVÀ+Â�ÁYºt³ÌÄFÀ+¼{¿I¸ÈÅ�³]·¹³<Å�¸�¿´Â�Ã+·7ÆV³ÒÄ]À+ºt¶�Ã�·¹³<Å�Ö�¸�½¹²�½7²Y³w¿¹Ä]Ã+Â»³tÀ�Ð�½7²Y³wÃ�½7ÀVº³]µYÄF³<¿¹¿�Ã�·¹À+Á�¼�Åw½¹²Y³%¸�À+¼*Õ

∆F
Ö�¸»Â�Â�Ý{³%¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼V½�À�Ð�½¹²Y³%Ç+ÀVÂ»Á�ºÒ³VÓ��³F½�Á�¿�Ý"³]ÆV¸»¼ØÝE×sºÌÃ�ËE¸�¼YÆw³<¿I½7¸�ºÌÃ ½¹³<¿�ÐÚÀV·�ÃwÅY¸»Â�Á�½7³ÒÆVÃV¿]Ó�ã�·7À ÇE¸ÈÅ�³<Å
½¹²Y³k¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÀ+Ð�Ã�½7ÀVºt¿&ÝE×ÊÃ�½7À+ºÌ¿�Ã�¼{ÅÊÀ+Ð£Ã ½¹À+ºÌ¿&ÝE×w¸»ÀV¼�¿�ºÌÃf×ÌÝ{³Ï½¹·7³ÉÃ ½¹³<ÅÊÃV¿�¸»¼{Å�³]¶"³]¼�ÅY³]¼¾½�ÝY¸�¼�Ã�·¹×³<Ç+³<¼V½X¿]Õ{½7²�³´³]¼Y³<·7ÆV×ÙÅ�³<¼�¿7¸�½�×sºÌÃf×ÊÝ"³®³]µE¶�·7³É¿7¿7³<Å
¸�¼Ø½7³<·7ºÌ¿�À+Ð�½7²Y³Ò¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�ÆÌÂ»³<¼YÆ�½¹²�¿



g � �më%�9ëÚñ ð�Ý�ìàí�Ý1�6ì�ëÚñ �Z�Õí�é¶ñ í;ê
��ñ êÓ�9ë»í��¸ñ ð§êÅ�;�)�
ÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½7³ÉÅ�Ö�¸�½¹²´½7²�³�Ã ½¹À+ºÒÎ�Ã ½7ÀVº�Ã+¼�Å%Ã ½¹À+ºÒÎ-¸»ÀV¼%¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼�¿]Ó��-Ð�¸»ÀV¼�Î-¸»ÀV¼%¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼�¿Ã+·7³�¼Y³]ÆVÂ»³ÉÄT½¹³<Å�ÕYÖ&³ÏºÌÃf×wÖ�·7¸»½7³

E(na, ni) =
1

2
Uaan

2
a + Uainani,

ñ ïYÓ W í¾ó
Ã+¼�Åw½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³�ÐÚ·¹À+º ��Ñ{Ó ñ ïYÓ ÷ ó&Ö&³%À+Ý�½XÃ�¸�¼

∆N = −Uai

Uaa
.

ñ ïYÓ W6W ó
��²Y³�ºÒ³ÉÃ�¼�Î(Í�³<Â�ÅÒ¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼ÌÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½

Ujl
ÐÚÀ+·�¿7¶{³ÉÄF¸�³<¿

j
Ã+¼�Å

l
ÕVÖ�²Y¸�ÄX²ÌºÌÃf×kÝ{³�³<¸�½¹²Y³]·Ã�½7À+ºÌ¿ ñ ÃVó�À+·�¸�À+¼�¿ ñ ¸ÈóFÕ�¸È¿�·7³<Â�Ã�½7³ÉÅw½¹Àk½¹²Y³´¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆtÂ»³<¼YÆ�½¹²

ajl
ÝE×

Ujl =
2π~

2ajl

mjl
,

ñ ïYÓ W îVó
Ö�²Y³<·7³

mjl = mjml/(mj + ml)
¸È¿%½¹²Y³Ì·7³ÉÅ�Á�Ä]³<Å�ºÌÃ+¿¹¿%À�Ð&½7²Y³t½�Ö&ÀØ¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿]Ó
��Á�··¹³<¿7ÁYÂ»½�Ä<Ã�¼Ù½7²Y³<·7³]ÐÚÀ+·¹³ÏÝ{³%³]µE¶�·7³É¿7¿7³<ÅÙÃ+¿

∆N = −maa

mai

aai

aaa
.

ñ ïYÓ W ï¾ó
�-Ð�ÕYÃV¿�¸�¼Ù��³]Ð�ÓN² ð ´ Õ¾½7²�³�¸�À+¼Ê¸�¿&À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅÌÝE×Ì¶Y²YÀ�½¹À+¸�À+¼Y¸�Û<Ã�½7¸�À+¼wÀ+Ð�½7²Y³%Ä]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³�¸�½X¿I³<Â�Ð�Õ½¹²Y³%Â�Ã�½I½¹³]·�³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿7¸»ÀV¼Ê·¹³<Å�Á�Ä]³<¿&½¹À

∆N = −aai/aaa.
ñ ïYÓ W zEó

��ÀÌÀ+Ý�½XÃ�¸�¼ØÃ�¼sÀ+·XÅ�³]·�À+Ð.ºtÃ+Æ+¼Y¸»½7Á{Å�³%³<¿I½7¸�ºÌÃ ½7³%À+Ð�½7²Y³%³]µ�Ä]³<¿¹¿�¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð.Ã ½7ÀVºÌ¿�Ã+¿¹¿IÀ+ÎÄ]¸�Ã�½7³<ÅSÖ�¸�½¹²GÃ�¼�¸»ÀV¼*Õ{Ö&³®¼�À�½7³®½7²�Ã�½�½¹²Y³tÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³]·¹¸È¿�½¹¸�Ä%¿¹Ä]Ã+Â»³%ÐÚÀV·�½¹²Y³®ºÌÃ+Æ+¼Y¸»½7Á�ÅY³<¿�À�ÐÃ�½7À+ºÒÎ-¸»ÀV¼Ù¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆkÂ»³<¼YÆ�½¹²�¿ |aai|
¸È¿�¿7³F½�ÝE×

β4
Õ�Æ+¸�Ç+³]¼Ù¸»¼
��Ñ"Ó ñ ï�Ó ïVóTÕYÖ�²Y¸�Â�³�½¹²Y³%¿7Ä<Ã�Â�³ÐÚÀV·�½7²Y³%ºÌÃ�ÆV¼Y¸»½7Á�Å�³É¿�À�Ð.Ã ½¹À+º , Ã�½7À+º ¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆÒÂ�³]¼YÆ+½7²�¿ |aaa|

¸�¿�¿I³]½�ÝE×
β6 =

(

2
m

m ç C6

)1/4

a0.
ñ ïYÓ W òVó


�³]·¹³
C6

¸�¿�½7²Y³®Ä]ÀE³��wÄF¸�³]¼¾½�À�Ð
r−6 ¸»¼s½¹²Y³´Ç Ã�¼SÅ�³<·qò8Ã+Ã�ÂÈ¿�¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼*Õ�³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿I³ÉÅÊ¸�¼Ã�½7À+ºt¸ÈÄ�ÁY¼Y¸»½¹¿<Óc��²¾Á{¿�Ö�³´Ã+·7·¹¸»ÇV³�Ã�½�½7²Y³%³É¿�½¹¸»ºÌÃ ½¹³

|∆N | ∼ β4

β6
∼
(

α̃2

2a6
0C6

m

m ç
)1/4

,
ñ ïYÓ W ð¾ó

Ö�²Y¸ÈÄX²
¸�¿�À+Ð�ÀV·¹Å�³<·�ïVò´ÐÚÀ+·���ÝØÃ+¼�ÅØî+ò´ÐÚÀ+·���Ã�Ó��²Y³kÐqÃ+ÄF½�½¹²�Ã ½�½7²Y³Ò³FµYÄ]³<¿¹¿�¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿�¸È¿�¿IÀÙÂ�Ã+·7ÆV³´¸»¼{Å�¸�Ä<Ã ½¹³<¿�½7²�Ã�½�¸»½ÏºtÃf×Ö&³]Â�Â�Ý"³ÙÃ�¶{ÀEÀV·kÃ�¶�¶Y·7Àfµ�¸�ºÌÃ ½7¸�À+¼�½¹À�·¹³]ÆVÃ+·¹ÅG½¹²Y³Ù¸�À+¼âÃV¿kÃØÐÚ·7³<³Ê¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³VÕ£Ö�¸»½7²5ºÌÃ+¿¹¿³ÉÑVÁ{Ã�Â&½7ÀG½7²Y³
Ý�Ã+·7³
¸»ÀV¼\ºÌÃ+¿¹¿<Óâ��Ã ½¹²Y³]·ÉÕ.½7²�³
·¹³<Ä]À+¸�Â�À+Ð�½7²�³
¸�À+¼5Ö�¸»Â�Â�Ý{³Ø¿7ÁY¶Y¶Y·¹³<¿¹¿7³<ÅÝE×8½7²�³
À+½7²Y³<·ÌÃ ½7ÀVºÌ¿k¿7ÁY·¹·7ÀVÁY¼�Å�¸�¼YÆS½¹²Y³s¸»ÀV¼*Õ�Ã+¼�Åâ¸»Ð
∆N � 1

¸»½ÌÖ�¸»Â�Â�Ý"³sÃGÝ"³F½I½¹³]·Ã+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼G½¹ÀS·¹³]ÆVÃ+·¹ÅG½¹²Y³Ê¸�À+¼\ÃV¿´Ý"³]¸�¼YÆG¿I½¹Ã�½7¸�À+¼�Ã+·7×VÓØ��¼H½7²{Ã ½ÒÄ<Ã+¿7³Ì½7²�³Ê³FµYÄ]³<¿¹¿¼EÁYºkÝ{³<·�À�Ð.Ã ½7ÀVºÌ¿�Ö�¸»Â�Â�Ý{³%ÆV¸»ÇV³]¼
ÝE×
∆N = −a ï:ö (m)

2a ï:ï ,
ñ ïYÓ W ÷+ó

Ö�²Y³<·7³&½¹²Y³�Ã�·¹Æ+Á�ºÒ³<¼¾½£À+Ð
a ï:ö ¸»¼{Å�¸�Ä<Ã ½¹³<¿�½¹²�Ã ½.½¹²Y³�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ�Â»³<¼YÆ�½¹²Ì¸�¿£½¹À%Ý{³�³<Ç Ã�Â�Á�Ã ½¹³<ÅÐÚÀV·�Ãk·¹³<ÅYÁ�ÄF³ÉÅÊºÌÃ+¿¹¿&³<Ñ¾Á�Ã+Â~½7Àt½7²�³ÏÃ�½7ÀVº ºÌÃ+¿¹¿]Ó��.µ�¶Y·¹³<¿¹¿I¸�À+¼ ñ ï�Ó W ÷ ó�Æ+¸�Ç+³É¿�ÃkÇ Ã+Â»ÁY³�ÐÚÀV·



ñ��Û� �T�"��ìÁ��ísî1¿mê"�s�¸ñ ð�ð4íjê"�(ñ î���ìò�9ëÚñ íjê"� g ì
∆N

½7²{Ã ½c¸È¿£½�×¾¶�¸�Ä<Ã�Â�Â»×%À+Ð{½¹²Y³�¿7Ã+ºt³�ÀV·¹Å�³<·�À�Ð~ºtÃ+Æ+¼Y¸»½7Á{Å�³�Ã+¿£½7²{Ã ½.Æ+¸�Ç+³<¼kÝE×´��Ñ"Ó ñ ïYÓ W ð�óFÓ
�À Ö�³<Ç+³<·<Õ�Ö&³�¿�½¹·7³É¿7¿.½7²Y³�ÐqÃVÄT½.½7²{Ã ½c½¹²Y³�³<¿I½7¸�ºÌÃ ½¹³�ÐÚÀ+·
∆N

Å�³]¶"³]¼{ÅY¿c¿7³]¼�¿7¸�½¹¸»ÇV³]Â�×®ÀV¼®½¹²Y³Ç Ã+Â»ÁY³ÙÀ�Ð�½¹²Y³Ê³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³ÙºÌÃ+¿¹¿´À�Ð�½¹²Y³Ê¸�À+¼�Õ�¿7¸�¼�ÄF³Ê½7²Y³
Ã ½7ÀVºÒÎ(¸�À+¼H¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�²�Ã+¿®ºtÃ+¼E×Ý"À+Á�¼�Åâ¿I½¹Ã ½¹³<¿<Õ.Ã�¼�Å�½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³Ì·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³]Â�×G¿7ºtÃ+Â»Â&ÄX²�Ã�¼�Æ+³<¿´¸»¼8½¹²Y³Ê·¹³<Å�Á{ÄF³<Å8ºÌÃV¿7¿´Ä<Ã�¼·¹³<¿7ÁYÂ»½�¸�¼�ÂÈÃ�·¹Æ+³®ÄX²{Ã�¼YÆV³<¿�¸�¼S½¹²Y³k¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆwÂ�³]¼�Æ�½7²�ÓÏô�¸�Ç+³<¼Ø½7²�Ã�½�¸�¼S½¹²Y³®Â�¸»ºt¸»½�À+Ð�Â�À ÖÃ�½7ÀVº>Å�³<¼�¿I¸»½�×S½¹²Y³ÌºÌÃ�ÆV¼Y¸�½¹Á�Å�³ÌÀ+Ð�½¹²Y³Ì³FµYÄF³É¿7¿Ï¼EÁYºkÝ{³<·%À�Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿%¸È¿Ï³Fµ�¶{³ÉÄT½¹³<Å�½7ÀsÝ"³ÇV³]·¹×kºkÁ�ÄX²ÌÆ+·¹³<Ã�½7³<·�½7²�Ã+¼wÁY¼Y¸»½�×+ÕV½7²Y³�·7³É¿IÁ�Â�½ ñ ïYÓ W zVócÖ�¸»Â�Â�ÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â»Â�×®¼�À�½�ÆV¸»ÇV³�Ã%·¹³<Ã�Â�¸È¿�½¹¸�Ä³É¿�½¹¸»ºÌÃ�½7³%³]ÇV³]¼
¸»¼
½¹²�Ã ½�Ä<Ã+¿7³+Ó
¨�÷%ø8÷%ø �Vm8�%k&zjkNx1ù¥gC�ôm�¦j¦{��ge�|k&�pmRx�kNgLhji
��²�³Ò¶"³]·7½7Á�·7Ý�Ã�½7¸�À+¼S¸�¼�Å�Á{ÄF³<ÅGÝE×s½7²Y³Ò¸�À+¼Y¸ÈÄ®¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�¸È¿�Ç+³]·¹×Ø¿�½¹·7ÀV¼YÆ�Ó´��²�³]·¹³FÐÚÀ+·¹³%½¹²Y³Ñ¾ÁY³É¿�½¹¸»ÀV¼kÃ+·7¸È¿I³É¿*À+Ð�Ö�²Y³F½¹²Y³]·£½¹²Y³&Ä]Á�¿I½7À+ºÌÃ+·7×%Ã+¿¹¿7ÁYºt¶�½7¸�À+¼´À+Ð{Ã�¼k³<¿¹¿I³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â»×�Û]³<·7À�·¹Ã+¼YÆ+³ÐÚÀV·�½7²Y³ÌÃ ½¹À+ºÒÎ�Ã ½7ÀVºM¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼S¸È¿ÏÇfÃ+Â»¸ÈÅ�Ó<ò�³ÌÃ+ÅYÅY·7³É¿7¿�½7²�¸�¿�¶"À+¸�¼V½%¸�¼�Ô�¶Y¶"³]¼�Å�¸»µGÔ®ÕÖ�²�³]·¹³ÌÖ�³wÃ+·7ÆVÁY³Ò½7²�Ã�½´½7²Y³ÙÄFÀ+·¹·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼�¿�½7Às½¹²Y³Ùô�ã3·¹³<¿7ÁYÂ�½®¿7²YÀVÁYÂ�Å�¼YÀ+½®Ý"³ÌÂ�Ã+·7ÆV³kÐÚÀV·½¹²Y³´¶Y·¹À+¶"³]·7½7¸�³<¿�À�Ð.¸»¼¾½¹³]·¹³<¿I½�²Y³]·¹³+Ó&
�³]·¹³%Ö&³%³FµYÃ�ºt¸�¼Y³%½7²�³´ÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿�ÁY¼{Å�³]·�Ö�²Y¸�ÄX²s¸»½¸È¿ÏÃÊÆVÀEÀEÅ�Ã�¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ�½7¸�À+¼s½7À
·¹³]¶YÂÈÃ+Ä]³%½7²Y³t³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³ÒÃ ½¹À+ºÒÎ-Ã�½7ÀVº¬¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼�Ý¾×
½¹²Y³¿I½¹Ã+¼�ÅYÃ+·¹ÅÒ³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿7¸»ÀV¼ ñ ïYÓ W î�óFÓ£��Ã ½7³<·cÖ&³�¿I²�Ã+Â»Â�³<¿I½7¸�ºtÃ�½7³�½¹²Y³�Å�³<¼�¿I¸»½�×®Ý"³]Â�À Ö Ö�²Y¸�ÄX²Ò½¹²Y³ÅY¸»Â�Á�½7³ÒÆVÃV¿�·¹³<¿7ÁYÂ�½ ñ ïYÓ W ïVó�Ö&À+ÁYÂÈÅsÝ{³k³Fµ�¶"³<ÄT½¹³<Ås½¹Àw²YÀVÂ�Å�Ó�öYÀ+·�¼YÀ+¼YÛ<³]·¹ÀwÖ�ÃfÇ+³Ï¼EÁYº®Ý"³]·X¿
k
Õ*½7²�³wÑVÁ{Ã�¼¾½7¸»½�×Ø½7²{Ã ½´³]¼¾½¹³]·X¿�½¹²Y³Ì³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿7¸»ÀV¼SÐÚÀ+·Ï½¹²Y³Ì³]¼�³]·¹Æ+×S¿7²Y¸�Ðø½´¸È¿ −δ/k Õ�Ö�²�³]·¹³
δ
¸È¿�½7²Y³

s
Î-Ö&ÃfÇV³Ï¶Y²�Ã+¿7³®¿7²Y¸»Ðø½<Õ~·¹Ã�½7²Y³<·�½7²{Ã�¼

a
² z¾î ´ Ó��E¸�¼�ÄF³ÒÃt½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã�Â�³]¼Y³<·7ÆV×
¿¹Ä]Ã+Â»³ÏÐÚÀV·ÄX²{Ã�¼YÆV³<¿£¸»¼

δ/k
¸�¿�¿I³]½�ÝE×

~
2/2mβ2

6

Õ+Ö�²Y¸�Â�³�½¹²Y³�¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�ÂYÅ�³<¶�½7²t¸È¿�Æ+¸�Ç+³]¼kÝE×
α̃e20/2r

4 ÕÖ&³%³Fµ�¶"³<ÄF½�½7²�Ã�½&½¹²Y³´¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆtÂ»³<¼YÆ�½¹²
Ã+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼ÊÖ�¸�Â»Â*ÐqÃ�¸�Â�Ö�²Y³]¼
α̃e20
2r4

� ~
2

2mβ2
6

or r4 � β2
4β

2
6 .

ñ ï�Ó W �Vó
��²�³tô�·¹ÀV¿¹¿�Î-ãc¸»½¹Ã+³]Ç�¿IËE¸�¸�Ã�¶�¶Y·7À¾Ã+ÄX²Ø¿7²YÀ+ÁYÂÈÅs½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³´Ý"³®Ç Ã+Â»¸ÈÅØ¸»Ðc½7²Y³k¶Y²�ÃV¿I³Ò¿I²Y¸»Ðø½%Å�ÁY³½¹À�½¹²Y³Ê·¹³]ÆV¸»ÀV¼HÖ�²Y³]·¹³

r � r̄ = (β4β6)
1/2 ¸�¿k¼Y³<Æ+Â�¸»ÆV¸»ÝYÂ�³+Ó���ÀG³<¿I½7¸�ºÌÃ ½7³Ê½7²Y¸È¿k¶Y²�Ã+¿7³¿7²Y¸»Ðø½<Õ¾Ö�³�ºtÃ+Ë+³�Ã%¿7³]ºt¸�Ä]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�ÂYÃ+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼®½¹ÀÏ½7²Y³�ô�ãH³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó���²Y¸�¿cÆ+¸�Ç+³<¿£ÐÚÀV·½¹²Y³Ï½7À+½¹Ã+Â�Ã+Ä<ÄFÁYºkÁYÂ�Ã�½7³ÉÅÊ¶Y²{Ã+¿7³�ÀVÁ�½�½7ÀwÃtÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³

r

Φ(r) ≈
∫ r

0

dr′
√

2m

~2
[µ− V (r′) − n(r′)U0].

ñ ï�Ó W yVó
ù�³]³<¶Ê¸�¼w½¹²Y³�¸�À+¼Y¸ÈÄ�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ¾½7²Y³�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼Ê¸�¿&Æ+¸�Ç+³<¼t½7ÀÒÃ´Æ+ÀEÀ�ÅwÃ+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼ÝE×Ê½7²Y³´¿7³]ºt¸ÈÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+Â"·¹³<¿7ÁYÂ»½<Õ�Ö�²Y¸ÈÄX²
²�Ã+¿�Ã+¼sÃ+ºt¶YÂ»¸»½7Á{Å�³

ψ ∝ (rp
1/2ú(û )−1,

ñ ï�Ó î+íVó
Ö�²�³]·¹³

p ú(û (r) = [2mV (r)]1/2 ¸�¿�½7²�³�ÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+ÂYºtÀ+ºt³]¼¾½¹ÁYºüÀ�Ð*Ã´¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³�À+Ð*Û]³<·7ÀÏ½¹À�½¹Ã+Â³<¼Y³]·¹Æ+×t¸�¼Ê½¹²Y³�¶Y·7³É¿I³<¼�ÄF³�À�Ð�½7²Y³�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Ó.ö�À+·&½7²Y³
r−4 ¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÕE½7²Y³ÏÃ�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³ÏÀ�Ð½¹²Y³tÖ&ÃfÇV³%ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼G¸�¿�½7²�³]·¹³FÐÚÀ+·¹³®¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼V½ÏÀ�Ð
r
Õ�Ã�¼�Ås½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³kÖ�³ÒºÌÃf×s·7³<¶YÂ�ÃVÄF³½¹²Y³wºt³<Ã+¼�Î(Í�³]ÂÈÅ�³<¼Y³]·¹Æ+×S½7ÀSÃ
Í�·X¿�½®Ã+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼�ÝE×�ÃØÄ]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½

ñU0
Õ£Ö�²Y³]·¹³

ñ
¸È¿¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼V½�À�Ð

r
Óc�cµE¶{Ã�¼�Å�¸�¼YÆÌ³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼ ñ ïYÓ W y�ó&¸�¼Ù½¹²Y³´Å�³<Ç¾¸ÈÃ ½¹¸»ÀV¼

n0 − ñ
Ö&³�Í�¼�Å

Φ(r) ≈ Φ0(r) + (n0 − ñ)
2mU0

~2

∫ r

0

dr′
1

2
√

−2mV (r′)/~2
.

ñ ï�Ó î W ó
ù�ÁY³�½7Àâ½¹²Y³�ºt³ÉÃ�¼�Î(Í�³]ÂÈÅá¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼*Õ&½7²�³GÃ+Ä<ÄFÁYºkÁYÂÈÃ ½7³ÉÅá¶Y²�ÃV¿I³SÀVÁ�½Ê½¹À\ÃâÅ�¸È¿I½¹Ã�¼{ÄF³
r ∼ r̄ = (β4β6)

1/2 ¸�¿�½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³ÏÄX²�Ã+¼YÆ+³ÉÅÊÝE×ÊÃ+¼
Ã+ºÒÀVÁY¼¾½
δΦ(r̄) ≈ (n0 − ñ)a ï&ï (β4β

3
6)1/2.

ñ ï�Ó îVî+ó



gNX �më%�9ëÚñ ð�Ý�ìàí�Ý1�6ì�ëÚñ �Z�Õí�é¶ñ í;ê
��ñ êÓ�9ë»í��¸ñ ð§êÅ�;�)�
�-Ð£Ö�³�½¹Ã+Ë+³�½7²�³�¸�¼¾½7³<·7¸�À+·�Å�³<¼�¿I¸»½�×Ì½¹ÀÒÝ"³%À�Ð�½7²Y³%¿¹Ã�ºt³ÏÀ+·XÅ�³]·�À+Ð�ºÌÃ�ÆV¼Y¸�½¹Á�Å�³%Ã+¿�½¹²�Ã ½�ÐqÃ+·ÐÚ·¹À+º±½¹²Y³%¸�À+¼*Õ�ÀV¼Y³ÏÍ�¼�ÅY¿

δΦ(r̄) ∼ β
1/2
4 β

3/2
6

ξ2
,

ñ ïYÓ�î�ï¾ó
Ö�²Y³<·7³�½¹²Y³%²Y³<Ã+Â»¸�¼YÆtÂ�³]¼YÆ+½7²ÙÐÚÀ+·�½7²�³%ÝYÁYÂ�ËÙÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³

ξ
¸�¿�Å�³]Í�¼Y³ÉÅ
ÃV¿

ξ =
1√

8πaaan0
.

ñ ïYÓ�î"zEó
�E¸�¼�Ä]³�Á�¼�Å�³]·�³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹Ã+Â*ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿&½¹²Y³Ï²Y³<Ã+Â»¸�¼YÆtÂ»³<¼YÆ�½¹²s¸�¿&½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×ÊÄFÀVºt¶�Ã�·XÃ�ÝYÂ�³½¹À
β4
Õ�Ö�²Y¸�Â»³

β6
¸È¿�½�Ö&À
À+·XÅ�³]·X¿�À+Ð�ºÌÃ�Æ+¼�¸�½¹Á�Å�³t¿IºÌÃ�Â�Â�³]·ÉÕ{½¹²Y¸È¿�¿7²YÀ Ö�¿�½7²�Ã�½�½¹²Y³t·7³<Æ+¸�À+¼Ä]Â»À¾¿I³®½7Àw½¹²Y³t¸»ÀV¼SÖ�²Y³<·7³®½7²Y³wô�·¹ÀV¿¹¿�Î-ãc¸»½¹Ã�³<Ç�¿IËE¸�¸*³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼SÐqÃ+¸»ÂÈ¿�¸�¿�Â�¸»ËV³]Â�×Ù½¹ÀÙÝ"³ÒÁY¼Y¸�ºkÎ¶"À+·7½¹Ã+¼V½�ÐÚÀV·�½7²Y³%¶Y·¹À+¶"³]·7½7¸�³<¿�Ã+¼�Ã�Â�×EÛ]³<ÅÙ¸�¼Ù½¹²Y¸È¿�Ö�ÀV·7Ë~Ó��¼á½7²�³SÝ�Ã+¿7¸È¿ÌÀ�ÐÏ½7²�³�Ã�Ý"À Ç+³ØÄ]Ã+Â�Ä]ÁYÂÈÃ ½7¸�À+¼�Õ&Ö&³ØºÌÃf×5Ã+Â�¿7ÀH³<¿I½7¸�ºÌÃ ½7³s½¹²Y³�Å�³<¼�¿7¸�½�×Ý"³]Â�À Ö±Ö�²Y¸ÈÄX²H½7²Y³ÙÂ»À Ö�Î�Å�³<¼�¿I¸»½�×�·7³É¿IÁYÂ»½ ñ ïYÓ W ï�ó®¸�¿kÇ Ã�Â�¸�Å*ÓG��¿7¸�¼YÆS½¹²Y³ÙÃ+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼�¿Ã+Ý{À ÇV³+Õ�Ö&³�Í{¼�Å
½7²�Ã�½�½7²Y³´½7À�½XÃ�Â*ÃVÄ]ÄFÁ�º®ÁYÂÈÃ ½¹³<Å
¶Y²�ÃV¿I³ÏÀ+ÁY½�½7ÀwÃÌÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³ ∼ β4

Õ{Ö�²Y³]·¹³½¹²Y³´¿I³<ºt¸�Ä]Â�ÃV¿7¿7¸�Ä<Ã�Â"½7·¹³<Ã�½7ºt³]¼¾½�ÐqÃ�¸�ÂÈ¿]Õ�¸È¿�À�Ð£À+·XÅ�³]·
δΦ(β4) ∼

β2
4

ξ2
.

ñ ïYÓ�î+òVó
��²Y¸È¿�¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³É¿�½7²{Ã ½�ÄX²�Ã+¼YÆ+³É¿�½7Àw½7²Y³®ÃVÄ]Ä]ÁYº®ÁYÂÈÃ ½¹³<Å
¶Y²�ÃV¿I³kÄ]Ã�¼ØÝ"³®¿7¸»ÆV¼Y¸»Í{Ä]Ã+¼V½�Á�¼�Å�³]·½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â*³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½XÃ�Â*ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿ ñ ½7ÀÌÆV¸»ÇV³´Ã�¼sÀ+·XÅ�³<·�À�Ð�ºtÃ+Æ+¼Y¸»½7Á{Å�³+Õ

ξ ≈ 5000ao
ÐÚÀV·

87 ��Ý8Ã ½´ÃsÅ�³<¼�¿I¸»½�×SÀ+Ð n0 = 1014 Ã�½7ÀVºt¿�- Ä]º 3 óTÓtÔ�¿ÏÖ&³tÖ�¸»Â�Âc¿I³<³t¸»¼H�E³<Ä+Ó*ïYÓ zYÕ*Ö�²Y³<¼½¹²Y³kÅ�³<¼�¿7¸�½�×s¸È¿�²Y¸�Æ+²�³]¼YÀVÁYÆ+²Ø½¹²�Ã ½�½7²Y³Ò¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼Ø³]¼�³]·¹Æ+×
Ý{³ÉÄFÀ+ºt³É¿�Ä]À+ºt¶�Ã�·XÃ�Ý�Â»³Ï½¹À½¹²Y³w³]¼�³]·¹Æ+×GÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½¹³<Å�Ö�¸�½¹²8½7²Y³Ù¶{ÀVÂ�Ã+·7¸�Û<Ã�½7¸�À+¼�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â ñ ¸ Ó ³+Ó£Ö�²Y³]¼
δΦ(β4) ≈ 1

óTÕ½¹²Y³�ºt³<Ã+¼tÍ�³]ÂÈÅÌ·¹³]¶YÁ�Â�¿7¸»ÀV¼ÌÝ{³]½�Ö�³<³]¼t½¹²Y³�Ã�½7À+ºÌ¿�Ã�Â»½7³]·X¿�¿7ÁYÝ�¿I½¹Ã+¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â»×k½7²Y³�¿I¶"³<ÄF½7·¹ÁYºJÀ�Ð½¹²Y³´¿I×�¿I½7³<º
ÕYÄ<Ã�Á�¿7¸�¼YÆÒ½7²Y³%ºt³]·¹Æ+¸�¼YÆtÃ�¼�Å
Å�¸È¿7Ã+¶Y¶"³<Ã�·XÃ�¼{ÄF³�À�Ð�¶�Ã�¸�·¹¿&À+Ð�¿I½¹Ã�½7³<¿<Ó
óüYGÏ ý bFÿ \ ����ÿÕ�_ÔÅb]ÿ¢�Rd�

� \ Ñ
ò�³k¼�À Ö ½7ÁY·¹¼S½¹ÀÙºt¸ÈÄF·¹ÀV¿¹ÄFÀ+¶�¸�Ä´Ä]À+¼�¿7¸ÈÅ�³]·XÃ ½¹¸»ÀV¼�¿]Ó%�E¸�¼�ÄF³VÕ*Ã+¿�Ö�³Ò¿I²{Ã�Â�Â�¿7³]³VÕ"½7²Y³tÅ�¸È¿�½¹À+·7Î½¹¸»ÀV¼SÀ�Ðc½¹²Y³kÄ]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³®Ö�ÃfÇ+³ÏÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼G¸»¼�½7²Y³ÒÇE¸�Ä]¸»¼Y¸»½�×sÀ�Ð�Ã+¼S¸»ÀV¼S³FµE½¹³]¼�ÅY¿�½7À
ÂÈÃ�·¹Æ+³Å�¸È¿I½¹Ã�¼{ÄF³<¿�ÐÚ·¹À+ºU½7²Y³Ì¸�À+¼HÃ�¼{ÅG¸�¼EÇ+ÀVÂ»ÇV³<¿�ºtÃ+¼E×GÃ ½¹À+ºÌ¿<Õ*Ö�³t³]µE¶"³<ÄF½%½7²�Ã�½%½7²Y³Ì³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³ºÌÃ+¿¹¿�À�Ð�Ã+¼Ê¸�À+¼ÙÃ+¼�Åw¸»½¹¿�Å�·¹³<¿¹¿7¸»¼YÆÒÄFÂ�À+Á�ÅÊÖ�¸»Â�Â~Ý{³ÏºkÁ�ÄX²ÊÂÈÃ�·¹Æ+³<·c½7²{Ã�¼w½¹²�Ã ½�À+Ð�Ã�¼
Ã ½7ÀVºsÕÃ+¼�ÅHÖ&³ÊºÌÃf×8·7³<ÆVÃ�·XÅG½7²Y³
¸�À+¼\ÃV¿®Ý"³]¸�¼YÆG¿I½¹Ã�½7¸ÈÄ�Ó8��À�Å�³<¿¹ÄF·¹¸�Ý{³Ê½7²Y³s¿�½¹·7Á{ÄT½7Á�·7³ÙÀ�Ð�½7²�³Ä]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³�¸»¼Ì½¹²Y³�Ç¾¸ÈÄF¸�¼Y¸»½�×kÀ+Ð�Ã�¼w¸�À+¼ÊÖ�³�ºkÁ�¿I½�½7²�³]·¹³FÐÚÀ+·¹³�Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³�½7²�³�¿I½7·¹Á�ÄT½¹ÁY·7³�À�Ð½¹²Y³%ÄFÀ+¼{Å�³]¼�¿¹Ã ½¹³Ï¸»¼sÃt¿�½XÃ ½7¸ÈÄ�³FµE½7³<·7¼{Ã�Â~¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�Æ+¸�Ç+³<¼ÊÝE×Ì½7²�³ÏÃ�½7ÀVºkÎ-¸�À+¼Ê¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼�Óãc·¹À ÇE¸�ÅY³<ÅG½7²Y³ÙÂ»³<¼YÆ�½¹²\¿¹Ä]Ã�Â�³ÌÀ+¼HÖ�²�¸�ÄX²8½¹²Y³ÙÄ]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³ÊÖ&ÃfÇV³kÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼

ψ
Ç Ã�·¹¸�³<¿%¸�¼¿7¶�Ã+Ä]³Ê¸È¿t¿IÁs�wÄ]¸»³<¼V½¹Â»×HÂÈÃ�·¹Æ+³VÕ�Ö�³
ºÌÃf×8ÅYÀ�½¹²Y¸�¿ÒÝE×H³]ºt¶YÂ�À ×E¸»¼�ÆS½7²�³sô�·¹ÀV¿¹¿�Î-ãc¸»½¹Ã+³]Ç�¿IËE¸�¸³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼ Ö�¸»½7² ½7²Y³�¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼5À+Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿ÌÖ�¸»½7² ½7²�³Ø¸»ÀV¼ ¸�¼�Ä]Â»Á�ÅY³<ÅáÃ+¿ÌÃ+¼ ³]µE½7³]·¹¼�Ã+Â¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ

[

− ~
2

2m
∇2 + V (r) + U0 |ψ|2

]

ψ = µψ.
ñ ïYÓ�î�ð¾ó


�³]·¹³ÏÃ+¼�Å
¸»¼sÖ�²�Ã�½�ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¿�Ö&³%¿I²{Ã�Â�Â�Å�³]¼�À�½7³�½¹²Y³®ÄX²Y³<ºÒ¸ÈÄ]Ã+Â�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â*À�Ð.Ã�¼sÃ ½¹À+º[Ý¾×
µ
Õ¾Ã�¼�ÅkÐÚÀ+·c¿7¸�ºÒ¶�Â»¸ÈÄF¸»½�×®Ö&³�²�ÃfÇ+³&Ö�·¹¸�½7½7³]¼

U0 ≡ Uaa = 4π~
2aaa/m

Õ¾¿I¸�¼�ÄF³
m ï:ï = m/2

Ó
ò�³�Ö�¸�¿7²´½¹À�Í{¼�Åk¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼�¿�½7²�Ã�½�½¹³]¼�Å®½7À%Ã�ÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½�Ã�½£ÂÈÃ�·¹Æ+³&Å�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿�ÐÚ·7ÀVº ½7²Y³�¸�À+¼*ÕÃ+¼�ÅÌ¿I¸�¼�Ä]³�½7²Y³�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�¸È¿�¿7¶Y²Y³<·7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×k¿7×EºÒºt³]½7·¹¸�Ä+Õ+½¹²Y³<¿7³�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿�Å�³]¶"³]¼{ÅÌÀ+¼YÂ�×ÒÀ+¼½¹²Y³%·¹ÃVÅ�¸ÈÃ�Â�ÄFÀEÀ+·XÅ�¸�¼�Ã ½¹³

r
Óc��²EÁ�¿���Ñ"Ó ñ ï�Ó î+ð�ó&Ý{³ÉÄFÀ+ºt³É¿

− ~
2

2m

1

r

d2

dr2
(rψ) +

[

V (r) + U0 |ψ|2
]

ψ = µψ.
ñ ïYÓ�îV÷+ó



ñ
� ÚÅþ ñ ð"ìàí��`ð4í�Ý6ñ ðqë��"�4ínìÿ¿ g$g

��²�³
Ý"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·ÒÀ�Ð�½7²Y³sÄFÀV¼�Å�³]¼{¿7Ã�½7³
Ö&ÃfÇV³ÌÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼áÃ ½tÂ�Ã+·7ÆV³ÙÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿tÅ�³<¶{³<¼�ÅY¿ÒÀ+¼½¹²Y³Ê¼{Ã ½7Á�·7³wÀ+Ð�½7²Y³Ù¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â
V (r)

Ó8��¼HÂ�¸»¼�³<Ã�·¹¸�Û]¸�¼YÆs½7²Y³sô�ãP³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ ñ ïYÓ�î�ð+ó®Ã�¼�ÅºÌÃ+Ë¾¸�¼YÆÌÁ�¿7³´À+Ð�½¹²Y³%ÐqÃ+ÄF½�½7²{Ã ½�½¹²Y³®ÄX²Y³<ºÒ¸ÈÄ]Ã+Â*¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â*¸È¿�·¹³]ÂÈÃ ½7³ÉÅÙ½7ÀÌ½¹²Y³®ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼
ψ0
Ã�½�ÂÈÃ�·¹Æ+³�Å�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿&ÝE×t½7²Y³Ï·¹³]ÂÈÃ ½7¸�À+¼

µ = n0U0
Ö�²�³]·¹³

n0 = |ψ0|2
ÕÀV¼Y³ÏÍ�¼�Å�¿&½7²�Ã�½�½7²Y³´Å�³<ÇE¸�Ã�½7¸�À+¼

δψ = ψ − ψ0

ñ ï�Ó î6�Vó
À+ÐY½7²�³&Ä]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³�Ö&ÃfÇV³cÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼®ÐÚ·7ÀVº ¸�½X¿£ÃV¿I×Eºt¶�½¹À�½7¸ÈÄ�ÇfÃ+Â»Á�³�¿¹Ã ½7¸È¿IÍ�³<¿�½7²Y³�Â�¸»¼�³<Ã�·¹¸�Û]³<Åô�ã?³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼

− ~
2

2m

1

r

d2

dr2
(rψ) + [V (r) + 2U0n0] δψ = −V (r)ψ0.

ñ ï�Ó î6yVó
ö�À+·Ò¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�¿ÒÖ�¸»½7²áÃØÍ�¼�¸�½¹³
·XÃ�¼�Æ+³+Õ.ÀV¼Y³
ºtÃf×8¼Y³<Æ+Â�³<ÄF½k½¹²Y³Ù¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ã�½ÒÂÈÃ�·¹Æ+³ÅY¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿�ÐÚ·¹À+º ½¹²Y³®¸�À+¼�Õ{Ã�¼{ÅÊ½¹²Y³k¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼Ù½¹²�Ã ½�ÇfÃ+¼Y¸È¿I²Y³É¿�ÐÚÀ+·

r → ∞ ¸�¿�½7²EÁ�¿�ÆV¸»ÇV³]¼ÝE×
δψ ∝

³ −kξr

r
,

ñ ï�Ó ïVíVó
Ö�²�³]·¹³

kξ =
√

2/ξ
Ã+¼�ÅÊ½7²Y³%²Y³ÉÃ�Â�¸»¼�ÆÒÂ�³]¼�Æ�½7²

ξ
¸È¿�Å�³]Í�¼Y³ÉÅÙ¸�¼s��Ñ"Ó ñ ïYÓ�î"z+óFÓö�À+·�Ã�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ ¿IÁ{ÄX²ÏÃV¿~½7²�³�Ã ½¹À+ºÒÎ(¸�À+¼Ï¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ]½¹²�Ã ½�ÐqÃ�Â�Â�¿�À�ÜÒÃ�½*Â�Ã+·7ÆV³.Å�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿Â�³<¿¹¿c·XÃ�¶�¸�Å�Â�×´½¹²�Ã�¼w½7²Y³�¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ ñ ïYÓ ï+í�óFÕ¾½7²Y³�Ý"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·�¸�¿�Å�¸�Ü~³]·¹³]¼¾½ÉÓ£��²Y³�Â»³ÉÃ+Å�¸�¼YÆ%½¹³]·¹º¸�¼
½7²Y³´¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ÊÐÚÀV·�Â�Ã+·7ÆV³

r
¸�¿&½¹²Y³]¼
½¹²Y³´��²YÀ+ºÌÃV¿ , öY³]·¹ºt¸~·7³É¿IÁYÂ»½ ψ � ó ÕYÆ+¸�Ç+³<¼ÊÝE×
V (r) + U0|ψ � ó |2 = µ,

ñ ï�Ó ï W ó
Ö�²�¸�ÄX²*ÕYÐÚÀ+·�½7²�³´Ã ½7ÀVºÒÎ(¸�À+¼
¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�Ö�¸�½¹²
½7²Y³´ÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�ÐÚÀ+·¹º Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×w��Ñ{Ó ñ ïYÓ�î�óFÕÃ+ºtÀ+ÁY¼¾½¹¿&½¹À

nTF(r) = n0 −
V (r)

U0
= n0

(

1 +
(ξβ4)

2

r4

) ñ ï�Ó ï¾î+ó
ÀV·<ÕE½¹ÀtÍ�·X¿�½�À+·XÅ�³<·&¸�¼

V
Õ

ψ � ó ≈ ψ0 −
V (r)

2U0ψ0
,

ñ ï�Ó ïVïVó
Ö�²�³]·¹³�Ö&³�²{ÃfÇ+³�½XÃ�Ë+³<¼

ψ0
½7ÀÒÝ{³�·7³ÉÃ�Â(Ó.��²Y³�ÅY³]¼�¿7¸�½�×Ì¶"³]·7½7Á�·7Ý�Ã�½7¸�À+¼ÊÃ�½&ÂÈÃ�·¹Æ+³�Å�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿¸È¿®¿7³]³<¼�½7ÀSÝ"³ÊÃ�Â�Ö�Ãf×E¿�¶"ÀV¿7¸�½¹¸»ÇV³+ÓSÞ�À+·¹·7³ÉÄT½¹¸»ÀV¼�¿�½7Às½¹²Y¸�¿®·7³É¿IÁ�Â�½%ÐÚÀV·®¿IºÌÃ+Â»Â�³]·

r
ºÌÃf×SÝ"³Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<ÅSÐÚ·7ÀVº¬��Ñ{Ó ñ ïYÓ�î�y+ó�ÝE×
¼�³]Æ+Â�³<ÄF½7¸�¼YÆw½¹²Y³Ò¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â£ÀV¼Ø½7²�³kÂ�³FÐø½%²�Ã+¼�ÅS¿7¸�Å�³ÒÀ�Ð½¹²Y³%³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*å

[

−1

r

d2

dr2
r + k2

ξ

]

δψ = −2m

~2
V (r)ψ0.

ñ ï�Ó ï6z¾ó
	&×�¸»¼{¿I¶"³<ÄF½7¸�À+¼´À+Ð ñ ïYÓ ï�zVó�¸�½£¸�¿�³]ÇE¸�ÅY³]¼¾½*½7²{Ã ½*½¹²Y³�Â�³<ÃVÅ�¸»¼�Æ�½7³]·¹º�ÐÚÀ+·*ÂÈÃ�·¹Æ+³

r
À+Ð¾½¹²Y³�¶{Ã�·7½7¸ÈÄTÎÁ�Â�Ã+·�¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�½7À�½¹²Y³c¸�¼Y²YÀ+ºtÀVÆ+³]¼�³]À+Á{¿{³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¸È¿�ÆV¸»ÇV³]¼ÏÝE×

δψ = −(2m/~2k2
ξ )V (r)ψ0

ÕÖ�²�¸�ÄX²w×E¸�³]ÂÈÅY¿.½¹²Y³���²YÀVºÌÃ+¿IÎ-ö�³]·¹ºÒ¸�³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿I¸�À+¼ ñ ï�Ó ïVï�óTÓ.��À´À+Ý�½XÃ�¸�¼t½7²Y³�Í�·X¿�½�Ä]À+·¹·7³ÉÄT½¹¸»ÀV¼½¹Àw½¹²Y¸�¿�·7³É¿IÁ�Â�½ÉÕ{Ö&³´¸»½7³]·XÃ ½¹³´��Ñ"Ó ñ ïYÓ ï�zVó�ÝE×ÙºtÀ ÇE¸»¼�Æt½7²Y³ÒÅ�³]·¹¸»Ç Ã�½7¸�Ç+³Ï½7³<·7º¬½¹ÀÌ½7²Y³k·7¸�Æ+²¾½²{Ã�¼�ÅG¿I¸ÈÅ�³tÃ�¼�ÅØ·¹³]¶�Â�ÃVÄF¸�¼YÆ
δψ

¸�¼�¸»½%ÝE×Ù½¹²Y³t��²YÀ+ºÌÃ+¿IÎ�öY³]·¹ºt¸�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�ÓÏö�À+·�½7²Y³Ò¸�À+¼Y¸ÈÄ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â*½7²Y¸È¿�·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿�¸»¼
δψ

ψ0
= − 2m

~2k2
ξ

V (r)

(

1 +
12

k2
ξr

2

)

.
ñ ï�Ó ï¾ò+ó

��²�³�Â»³ÉÃ+Å�¸�¼YÆ´Ä]À+·¹·7³ÉÄT½7¸�À+¼®½7ÀÏ½¹²Y³���²YÀVºtÃV¿�Î�öY³<·7ºt¸�·¹³<¿7ÁYÂ»½.ÐÚÀ+·
δψ
ÆV¸»ÇV³]¼Ò¸»¼ ñ ïYÓ ï+ï+ó.¸�¿�½¹²EÁ�¿¿7³]³<¼S½¹ÀÙÝ"³t¶Y·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â�½7À

r−6 ÓÒ�E¸»¼{ÄF³ÒÖ�³Ò²�ÃfÇ+³kÃ�Â�·7³ÉÃ+Å�×s¼Y³<Æ+Â�³<ÄT½¹³<ÅS½7²Y³Ò¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â



g{ý �më%�9ëÚñ ð�Ý�ìàí�Ý1�6ì�ëÚñ �Z�Õí�é¶ñ í;ê
��ñ êÓ�9ë»í��¸ñ ð§êÅ�;�)�
³<¼Y³]·¹Æ+×tÀ+¼w½7²Y³ÏÂ�³FÐø½�²�Ã�¼{Åw¿I¸ÈÅ�³�À�Ð ñ ïYÓ�î�y+óFÕ�Ö�³ÏÄ]Ã+¼Y¼YÀ+½�ÝE×t½7²Y¸È¿&ºt³F½7²�ÀEÅÙÀ+ÝY½¹Ã�¸�¼w²Y¸�Æ+²�³]·7ÎÀV·¹Å�³<·�ÄFÀ+·¹·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼�¿�½7ÀÒ½7²�³%¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÁYÂÈÃ�·�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼Ù½7²{Ã�¼
½7²Y³%ÀV¼Y³Ï³Fµ�²Y¸�ÝY¸»½7³<Å
¸�¼ ñ ïYÓ ïVò+óTÓ	&×´¸�¼�ÄFÂ�Á�Å�¸�¼YÆÏ¸»¼k½7²�³�Æ+³]¼�³]·XÃ�ÂE¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼®½¹²Y³�³Fµ�¶"À+¼Y³<¼V½¹¸�Ã+Â»Â�×´Å�³ÉÄ]Ãf×E¸»¼�Æ�½¹³]·¹ºPÖ�³�½7²EÁ�¿ÆV³F½�½7²Y³´ÃV¿I×Eºt¶�½¹À�½7¸ÈÄ�·7³É¿IÁ�Â�½

δψ

ψ0
∼ − V (r)

2n0U0

(

1 +
6ξ2

r2

)

+ C

³ −kξr

r
,

ñ ïYÓ ï+ð¾ó
Ö�²Y³<·7³

C
¸�¿�Ã+¼ØÃ�·¹ÝY¸�½¹·¹Ã+·7×ÌÄ]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½ÉÓöYÀV·

r → ∞ ½¹²Y³tÃ+¿7×¾ºt¶�½¹À�½¹¸�ÄkÝ{³<²�ÃfÇE¸»ÀV·�À+Ðc½7²�³Ò¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼G¸�¿ÏÃ+Â»Ö�Ãf×�¿�Æ+¸�Ç+³<¼SÝE×s½7²Y³��öA·7³É¿IÁYÂ»½<Ó

�À Ö&³]ÇV³]·ÉÕ�Ö�²Y³F½¹²Y³]·´ÀV·´¼YÀ+½%½7²Y¸È¿%Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·%¸È¿%·7³<Â»³<Ç Ã�¼¾½%ÐÚÀ+·´Å�³]½7³<·7ºt¸�¼Y¸»¼�Æ½¹²Y³Ø¿�½¹·7Á�ÄF½7ÁY·¹³
À�Ð�ºtÀV¿I½ÌÀ�Ð�½¹²Y³ØÄFÂ�À+Á�Å5À�Ð�Ã ½7ÀVºÌ¿Ò¿7ÁY·¹·7ÀVÁY¼�Å�¸�¼YÆ�½7²Y³s¸�À+¼áÅ�³]¶"³]¼�Å�¿tÀ+¼½¹²Y³k·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³®¿7¸»Û<³®À�Ð.½¹²Y³k½�Ö�ÀÊÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸�¿I½7¸ÈÄÏÂ�³]¼YÆ+½7²�¿<Õ
β4
Ã�¼�Å

ξ
Ó´��¼S½¹²Y³®ÀV¼Y³®²{Ã�¼�Å�ÕÐÚÀV·

β4 � ξ
ºÒÀ¾¿�½�À�Ðc½¹²Y³kÄ]Â»ÀVÁ�ÅØÖ�¸�Â»Â�Ý"³ÒÅY³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<ÅØÝE×
½7²�³Ò��öáÃ�¶�¶Y·7Àfµ�¸�ºÌÃ ½7¸�À+¼�Õ{Ã�¼{ÅÀV¼YÂ»×8Ã ½tÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿kÂ»³É¿7¿´½7²�Ã+¼ ∼ ξ

Ö�¸»Â�Â�½7²Y³Ù³Fµ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½¹¸�Ã+Â�½¹³]·¹ºëÝ"³<Ä]À+ºt³Ê¸�ºt¶{ÀV·I½XÃ�¼¾½<Ó��¼
½7²�³´À�½¹²Y³]·�²{Ã�¼�Å�Õ�ÐÚÀ+·
ξ � β4

ñ ¸(Ó ³VÓYÐÚÀ+·�Â»À Ö�³FµE½7³<·7¼{Ã�Â*Å�³<¼�¿I¸»½�×Yó&½7²�³®¿�½¹·7Á{ÄT½7Á�·7³%Ö�¸�Â»ÂÝ"³´Å�À+ºt¸�¼�Ã ½¹³<Å
ÝE×Ì½7²�³´³Fµ�¶"À+¼Y³<¼V½¹¸�Ã+Â~½7³<·7ºsÕ�Ã+¼�ÅÙ½7²Y³´��öâ½¹Ã�¸�Â*Ö�¸�Â»Â�Ý{³ÉÄFÀ+ºt³%¸�ºt¶{ÀV·I½XÃ�¼¾½Ñ¾Á�Ã+¼V½¹¸�½XÃ ½¹¸»ÇV³]Â�×´À+¼YÂ�×®Ã�½�ÇV³]·¹×´ÂÈÃ�·¹Æ+³
r
Ó.Ô&½�¿7²YÀ+·7½7³<·.Å�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿£ÐÚ·7ÀVº3½7²�³�¸»ÀV¼*Õ�½¹²Y³�ºt³<Ã�¼YÎÍ�³<Â�Å�³]¼Y³<·7ÆV×ÙÝ"³<Ä]À+ºt³<¿Ï¿7ºÌÃ�Â�Â£Ä]À+ºt¶�Ã�·¹³<ÅsÖ�¸»½7²G½7²�³ÒÃ�½7À+ºÒÎ-¸»ÀV¼Ø¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â.Ã�¼�Ås½¹²Y³wô�ã³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼
·¹³<Å�Á�Ä]³<¿&½¹ÀtÃÒÆVÀ¾À�Å
Ã�¶Y¶�·7Àfµ�¸�ºtÃ�½7¸�À+¼Ê½7ÀÒ½7²Y³®�YÄX²Y·&9�Å�¸�¼YÆV³]·�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*Ó

óüY&ó � b4�³Ô��4
 ������

�°Ô��¸��

���Eb�`<���
	&³FÐÚÀV·7³�¶Y·7³É¿I³<¼¾½7¸�¼YÆ�·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿�ÐÚÀ+·�½7²Y³�Ã ½7½7·XÃ+ÄT½¹¸»ÇV³

1/r4
¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â¾Ö�³�Ý{³<Æ+¸�¼®ÝE×Ï³FµYÃ�ºt¸�¼Y¸�¼YÆ½�Ö&ÀÌ¿I¸�ºt¶YÂ»³<·�ºtÀEÅY³]Â*¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂÈ¿]ÕYÃÒ·¹³]¶YÁ�Â�¿7¸»ÇV³�²{Ã�·XÅEÎ-Ä]À+·¹³�Ã+¼�Å
ÃÒ¿7¶Y²Y³<·7¸ÈÄ]Ã+Â�Ö�³<Â»Â(Ó

¨T÷Á¨T÷%ø � m���z�t"yug���r]¦_g8xPrehLx�kNm8�
Þ�ÀV¼�¿I¸ÈÅ�³<·�Ã�¼Ê¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»¼YÆk	�À¾¿I³]Î(��¸»¼�¿I½7³<¸»¼ÙÄFÀ+¼{Å�³]¼�¿7³<ÅtÆ¾Ã+¿�¸»¼Ê½7²Y³�¶Y·7³É¿I³<¼�ÄF³�À�Ð�Ã®·7³<¶YÁYÂ»Î¿7¸»ÇV³�²�Ã+·¹Å�Î-Ä]À+·¹³�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â~À�Ð�·XÃ+Å�¸�Á�¿

R
Ó���²�¸�¿&ºtÀ�Å�³]Â�ºÌÃf×tÝ{³�½¹·7³ÉÃ ½7³ÉÅwÃ�¼{Ã�Â�×V½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×t¸�¼Ý"À�½¹²Ì½7²Y³�¿IºÌÃ+Â»Â~Ã�¼�ÅwÂ�Ã+·7ÆV³�ÄFÀ+·¹³�·XÃ+Å�¸�Á�¿�Â»¸�ºt¸�½X¿]Ó.��²Y³�¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼t½7À®½7²Y³%ô�ãâ³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼wÃ�½ÂÈÃ�·¹Æ+³ÏÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿&ÐÚ·¹À+º±½¹²Y³%¸»ÀV¼Ù¸È¿�ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾×Ê��Ñ"Ó ñ ï�Ó ïVí+óTÕ

ψ ' √
n0

(

1 + C
exp(−kξr)

r

)

.
ñ ïYÓ ï¾÷+ó

�-Ð&À+¼Y³ÌÃ+¿¹¿7ÁYºt³<¿�½7²�Ã�½Ï½7²Y¸È¿Ï³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿I¸�À+¼�²YÀ+ÂÈÅY¿�ÐÚÀ+·%Ã+Â»Â
r
Æ+·¹³<Ã ½¹³]·�½7²�Ã+¼

R
Õ�Ö&³tÄ<Ã�¼�Å�³FÎ½¹³]·¹ºÒ¸�¼Y³�½7²�³´ÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½�À�Ð�¶�·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â�¸�½�×

C
ÝE×w¸»ºt¶"ÀV¿7¸»¼�Æk½¹²Y³%Ý"À+ÁY¼�Å�Ã�·¹×ÊÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼

ψ(R) = 0
Ó ��²�¸�¿tÆV¸»ÇV³<¿

C = −R ³ kξR Ó?öYÀV· r Ä]Â»À¾¿I³Ù½7À R ½7²�¸�¿t²�ÃV¿Ò½7²Y³
ÐÚÀV·7º À+Ð½¹²Y³S¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ�¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼\ÐÚÀV·t½7²Y³S��ÄX²Y·:9�Å�¸�¼YÆ+³<·Ò³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Õ
ψ = 1 − R/r

Óá��¼ ÐqÃ+ÄT½ÉÕÐÚÀV·
R/ξ � 1

½7²Y¸È¿�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼sÝ"³<Ä]À+ºt³<¿�³É¿7¿7³]¼¾½¹¸�Ã+Â»Â�×w³FµYÃVÄT½<Õ{¿I¸�¼�ÄF³Ï½¹²Y¸È¿�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼sÐqÃ�¸�ÂÈ¿�½7À¿¹Ã ½¹¸�¿IÐÚ×w½¹²Y³®ô�ãç³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼
À+¼YÂ�×Ê¸�¼s½7²�³%·7³<Æ+¸�À+¼
Ö�²Y³]·¹³
r ' R

Õ{Ã+¼�Å
¸»¼
½¹²Y¸�¿�·7³<Æ+¸�À+¼Ù½7²Y³½¹À�½¹Ã+Â�ÄX²�Ã+¼YÆ+³t¸�¼G½¹²Y³Ê¿7Â»ÀV¶{³
dχ/dr

À�Ð&½7²Y³w·XÃ+ÅY¸�Ã+Â.Ö&ÃfÇV³®ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼H¸È¿´¿7ºÌÃ�Â�Â�Ã�¼�Å�ºÌÃf×Ý"³´¼Y³<Æ+Â�³<ÄT½¹³<Å�Ó�Ô�¿�Ã�¼Ø¸�Â�Â»Á�¿I½7·XÃ ½¹¸»ÀV¼sÀ�Ð�½7²Y¸È¿�ÐqÃVÄT½ÉÕ{Ö&³´Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³Ï½¹²Y³®³]µ�Ä]³<¿¹¿�¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿]Õ�Ö�²�¸�ÄX²
¸�¿�Æ+¸�Ç+³]¼ÙÝE×Ê��Ñ"Ó ñ ïYÓ zVóTÕ�Ã+¼�ÅÊÍ�¼�Å

∆N = 4πn0

[

−R
3

3
+

∫ ∞

R

Å
r r2

(

−2R
e−kξ(r−R)

r
+R2 e

−2kξ(r−R)

r2

)]

=

= −4πn0

[

R3

3
+Rξ2 +

3R2ξ

2
√

2

]

.
ñ ïYÓ ï6�¾ó



ñ
� ñ �;ñ���Ýs� ����ísî�����Ý�í6ëN��ê9ëÚñ �s� � gN�

ö�À+·
ξ � R

ÕE½7²Y¸È¿�·¹³<Å�Á{ÄF³<¿&½¹À
∆N = − R

2a ï:ï .
ñ ï�Ó ïdyVó

��³F½�Á�¿�¼YÀ Ö Ä]À+ºt¶�Ã�·¹³�½7²Y¸È¿�·¹³<¿7ÁYÂ�½�Ö�¸»½7²
½7²�³%À+¼Y³´Å�³<·7¸�Ç+³ÉÅÊÀV¼Ê½¹²Y³%Ý�ÃV¿I¸È¿�À�Ð�½7²Y³<·7ºtÀ�Å�×¾Î¼{Ã�ºt¸�Ä�Ã+·7ÆVÁYºt³]¼¾½¹¿<Ó�ö�À+·cÃ�²�Ã+·¹ÅEÎ�ÄFÀV·7³�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+ÂE½7²Y³�¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆÏÂ�³]¼YÆ+½7²tÄFÀV¸»¼�Ä]¸�ÅY³<¿�Ö�¸»½7²½¹²Y³ÊÄ]À+·¹³Ò·XÃ+ÅY¸»Á�¿<ÓÙ�E¸�¼�Ä]³ÌÖ�³Ì²�ÃfÇV³ÌÃ+¿¹¿IÁYºt³ÉÅS½¹²Y³w¸�À+¼�½7ÀØÝ"³w¿�½XÃ ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹×+Õ�¸�½X¿%³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³ºÌÃV¿7¿�¸È¿�½XÃ�ËV³]¼
½7ÀwÝ"³´¸�¼�Í�¼Y¸»½7³<Â»×
ÂÈÃ�·¹Æ+³+ÕYÃ+¼�Å
½7²�³]·¹³FÐÚÀ+·¹³Ï½7²�³´·7³ÉÅ�Á�Ä]³<Å
ºÌÃ+¿¹¿�ÐÚÀ+·�½¹²Y³´¸�À+¼Ã+¼�ÅÒÃ�¼kÃ�½7ÀVº3¸�¿
m
Õ�·XÃ ½7²�³]·�½7²�Ã+¼®½¹²Y³�ÇfÃ+Â»Á�³

m/2
À+¼Y³&À+Ý�½XÃ�¸�¼�¿�ÐÚÀ+·.Ã�¼k¸»ÀV¼ÒÃ+¼�Å®Ã+¼kÃ�½7À+ºÖ�¸»½7²Ø³ÉÑ¾Á�Ã�Â�ºÌÃ+¿¹¿7³<¿<Ó£��²EÁ�¿<Õ�½7²�¸�¿�·¹³<¿7ÁYÂ»½�¸�¿�¸�¼s¶Y·7³ÉÄF¸È¿I³%Ã+Æ+·¹³]³]ºt³<¼V½�Ö�¸»½7²s��Ñ"Ó ñ ï�Ó W ï+óTÓò?²�³]¼Ì½¹²Y³�Ä]À+·¹³�·¹ÃVÅ�¸�Á�¿.¸È¿�ºkÁ�ÄX²ÌÂ�Ã+·7ÆV³]·.½¹²�Ã�¼w½7²Y³�²�³<Ã�Â�¸�¼YÆ´Â�³]¼YÆ+½7²*Õ¾½7²�³�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄFÎ½¹¸»ÀV¼Ê·¹³<ÃVÄX²Y³<¿.¸»½¹¿�ÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�Ç Ã�Â�ÁY³�À+¼ÊÃ®Â»³<¼YÆ�½¹²Ê¿7Ä<Ã�Â�³�½7²{Ã ½�¸�¿&¿I²�À+·7½&ÄFÀVºt¶�Ã�·¹³<ÅÒ½¹À

R
Ó

ò�·¹¸�½¹¸»¼YÆÌ��Ñ{Ó ñ ïYÓ�îV÷�ó�Ã+¿
[

− ~
2

2m

d2

dr2
+ V (r) + U0

|χ|2
r2

]

χ = µχ
ñ ï�Ó z¾íVó

Ö�¸»½7²
χ = rψ

Õ+Ö&³&Ä<Ã�¼k½7²Y³<·7³]ÐÚÀ+·¹³�·¹³]¶YÂÈÃ+Ä]³�½¹²Y³&ÐqÃ+ÄT½¹À+·
1/r2

Ã�¶Y¶"³<Ã+·7¸�¼YÆ�¸�¼k½7²Y³�¼YÀV¼YÂ»¸�¼Y³ÉÃ�·½¹³]·¹º Ý¾×Ù½7²�³®ÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½
1/R2 Ã�¼�ÅsÖ&³®Ã+·7³%Â�³FÐø½�Ö�¸�½¹²�Ã�¼Ø³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³<Â»×
À+¼�³FÎ�Å�¸»ºt³<¼�¿I¸�À+¼{Ã�Âô�ã?³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼ÙÖ�²YÀ¾¿I³%¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼
¸È¿
ψ =

√
n0 tanh

r −R√
2ξ

, r ≥ R,
ñ ï�Ó z W ó

Ã+¼�ÅÏÛ]³<·7À�À+½7²Y³<·7Ö�¸È¿7³+ÕfÃ+¿*ºÌÃf×�Ý{³&¿I³<³]¼ÏÝE×�¸�¼�¿7¶{³ÉÄT½7¸�À+¼�Ó���²Y³�³FµYÄF³É¿7¿�¼EÁYºkÝ{³<·�À+ÐE¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿¸È¿�ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾×
∆N = −4

3
πR3n0 −

R2

√
2aaaξ

,
ñ ï�Ó zEî+ó

Ö�²�³]·¹³�½¹²Y³%Â�³<Ã+ÅY¸»¼YÆÒ½¹³]·¹ºN¸È¿�Å�ÁY³Ï½7ÀÌ³]µYÄFÂ�Á�¿I¸�À+¼ÙÀ�Ð.Ã ½¹À+ºÌ¿&ÐÚ·7ÀVº±½7²�³´ÄFÀ+·¹³+Ó
¨�÷/¨T÷�� ª x�xP��m8y$x�k(�Cr i��T�jmR��r ¯qre�&�
ò�³%¼Y³]µ¾½�Ä]À+¼�¿7¸ÈÅ�³]·�ÃÒºtÀ+·¹³Ï¶Y²E×E¿7¸ÈÄ]Ã�Â~¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ�Ã�¼sÃ ½7½7·XÃ+ÄF½7¸�Ç+³�Ö�³<Â»Â(å

V (r) = −~
2k2

0

2m
, r < R,

ñ ï�Ó z¾ïVó
V (r) = 0

À�½¹²Y³]·¹Ö�¸�¿7³+ÓÌ��¸»ËV³t½7²Y³wÃVÄT½7Á{Ã�Â.¸�À+¼�Î�Ã ½¹À+ºU¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ*½¹²Y¸�¿®Ä]Ã�¼�²�ÃfÇV³kÝ"À+ÁY¼{Å¿I½¹Ã�½7³É¿*ÐÚÀV·*½7²�³�½�Ö&À�Î-Ý{À�Å�×�¶Y·¹À+ÝYÂ�³]ºsÓRò?¸»½7²®½7²Y¸È¿£¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â+Ö&³�¿7²�Ã�Â�Â+Ý"³�Ã�ÝYÂ�³.½7À�³FµYÃ�ºt¸�¼Y³²�À Ö5¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿�À+Ð�½¹²Y³�ô�ã8³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼ÒÅY¸�¿¹Ã�¶Y¶"³<Ã+·cÃ+¿£½¹²Y³�ÄFÀ+¼{Å�³]¼�¿¹Ã ½¹³�Å�³]¼�¿7¸»½�×´¸»¼{ÄF·¹³<Ã+¿7³<¿<Ó��²�³®ô�ã ³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼ ñ ïYÓ zVí+ó&·¹³<ÃVÅY¿
[

− d2

dr2
− k2

0θ(R − r) + 8πa ï&ï
(

|χ|2
r2

− n0

)]

χ = 0,
ñ ï�Ó zdz¾ó

Ö�²�³]·¹³
χ = rψ

Ã�¼{Å
θ(x)

¸È¿Ò½7²Y³S¿I½7³<¶\ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼�Óá��²�³S¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�ÆGÂ�³]¼YÆ+½7²5ÐÚÀ+·t½¹²Y¸�¿¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�¸�¿
a = R

(

1 − tan k0R

k0R

)

.
ñ ï�Ó zEò+ó

��¸»¼�Ä]³�½7²�¸�¿.³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼Ò¸È¿c¼�À+¼YÂ�¸»¼�³<Ã�·ÉÕ ½¹²Y³]·¹³�Ä]Ã+¼ÒÝ"³�ºkÁYÂ�½¹¸»¶�Â»³�¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼�¿�ÐÚÀ+·c½7²Y³�¿¹Ã�ºt³Ý"À+Á�¼�ÅYÃ�·¹×8ÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿ ñ ¸ Ó ³+Ó�½7²�³Ù¿¹Ã�ºt³wÝYÁYÂ�ËHÅ�³]¼{¿I¸»½�×
n0
óTÓ�Ô�¿®Ö&³wÖ�¸�Â»Â�¿7²YÀ Öü¸»¼8½¹²Y³



g$� �më%�9ëÚñ ð�Ý�ìàí�Ý1�6ì�ëÚñ �Z�Õí�é¶ñ í;ê
��ñ êÓ�9ë»í��¸ñ ð§êÅ�;�)�
ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸»¼�Æ�Õ�ÐÚÀV·
¿7ºÌÃ�Â�Â

n0
¸�½s²�Ã+¿

2ν ð + 1
¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�¿<Õ�Ö�²Y³]·¹³

ν ð ¸È¿w½¹²Y³�¼¾Á�º®Ý"³]·
À�Ð¼YÀ�Å�³É¿ÒÀ�Ð�½¹²Y³sÛ]³]·¹À�Î-³]¼�³]·¹Æ+×8¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼\À+Ð�½7²Y³S��ÄX²�·&9�Å�¸�¼YÆ+³<·k³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼
ψ ð ÀV·<Õc³ÉÑ¾ÁY¸»Ç Ã�ÎÂ�³]¼¾½7Â�×+Õ&½¹²Y³Ø¼EÁYº®Ý"³]·wÀ+Ð�Ý"À+Á�¼�Å?¿�½XÃ ½¹³<¿ÌÀ+Ð�½¹²Y³���ÄX²Y·:9�Å�¸»¼�Æ+³]·Ì³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Óç��¼ ½7²Y³�Â»À ÖÝ�ÃVÄXËEÆ+·¹À+ÁY¼�ÅÊÅ�³]¼�¿7¸»½�×ÊÂ�¸»ºt¸»½<ÕY¸�¼�¿7¸�Å�³�½¹²Y³%Ö�³<Â»Â~½¹²Y³´¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼
Ö�¸�½¹²
½7²Y³%ºÌÃ µ�¸�º®ÁYºN¼¾Á�ºkÎÝ"³]·´À+Ð�¼YÀ�Å�³É¿´Ã�¶�¶Y·7À¾Ã+ÄX²Y³É¿

ψS
Õ�¸(Ó ³+Ó

ψ(r) ∝ sin(k0r)/r
Õ£Ö�²Y¸�Â»³ÌÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³Ì¸�½%½¹³]¼�ÅY¿%½7À�ÎÖ�Ã�·XÅY¿.½¹²Y³�Á�¼Y¸�ÐÚÀV·7º ÅY³]¼�¿7¸�½�×

n0
Ö�¸�½¹²w½7²�³�ÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·�ÆV¸»ÇV³]¼w¸�¼w��Ñ"Ó ñ ï�Ó ïVí+óTÕ

δψ(r) ∝ exp(−kξr)/r
Ó

ò?¸»½7²�¸�¼�Ä]·7³ÉÃ+¿7¸»¼YÆ
n0
Õ"½7²Y³Òºt³<Ã+¼�Î Í{³]ÂÈÅs·7³<¶YÁYÂÈ¿I¸�À+¼SÝ"³F½�Ö&³]³<¼Ø½7²�³kÃ ½¹À+ºÌ¿�ºtÃ+Ë+³É¿�½7²�³³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³Ê¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â&¿7²�Ã�Â�Â�À Ö�³<·<Õ�Ö�²Y¸�ÄX²â½7³]¼{ÅY¿´½¹ÀS¶YÁ�¿7²â¼YÀ�Å�³É¿´À+Ð�½7²Y³ÙÖ&ÃfÇV³tÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼ÀVÁ�½�Ö&Ã+·¹Å�¿]ÓáÔ&½Ì½7²Y³S¿¹Ã�ºt³
½7¸�ºt³+Õ&½7²�³Ø¸»¼�Ä]·7³ÉÃ+¿7³Ù¸�¼ ½7²Y³SÄX²�³]ºt¸�Ä<Ã�Â�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�²{Ã+¿Ò½7²�³ÀV¶Y¶{À¾¿I¸»½7³Ò³FÜ~³<ÄF½%À+¼S½¹²Y³t¼YÀ�Å�³<¿<Ó�ò?²{Ã ½%Ö�³kÍ�¼�ÅG¸È¿�½7²�Ã�½Ï¸»Ð�½¹²Y³tÛ]³<·7À+Î(³<¼Y³]·¹Æ+×s¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼À+Ð�½¹²Y³Ò��ÄX²�·&9�Å�¸�¼YÆ+³<·�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼s²�Ã+¿

ν ð ¼YÀ�Å�³<¿<ÕYÐÚÀV·�Â»À Ö ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³´Å�³<¼�¿7¸�½¹¸»³É¿�½7²Y³tô�ã³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼G²�Ã+¿ÏÀV¼Y³Ì¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�Ö�¸�½¹²G¼YÀs¼YÀ�Å�³É¿]Õ�Ã�¼�Åc+/.a's¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼�¿�Ö�¸�½¹²8Ã+¼E×S¼YÀ+¼�Û]³]·¹À¼EÁYºkÝ{³<·�À�Ð�¼YÀ�Å�³<¿�Â�³<¿¹¿&½7²�Ã+¼sÀ+·�³<Ñ¾Á�Ã+Â~½7À
ν ð Ó��À�Å�³<ºÒÀV¼�¿I½7·XÃ ½7³�½7²Y¸È¿<Õ Ö�³&Ã�¼�Ã+Â»×EÛ]³�¿I³<¶�Ã�·XÃ ½¹³]Â�×�½¹²Y³�Ý"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·�À�Ð�½¹²Y³�Ö�ÃfÇ+³cÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼¸�¼�¿7¸�Å�³ÏÃ�¼{ÅwÀ+ÁY½¹¿7¸�Å�³�½7²Y³ÏÖ&³]Â�Â Õ�Ã+¼�ÅÌºÌÃ ½XÄX²w½7²�³]º Ã ½�¿7À+ºt³�¸�¼¾½7³]·¹ºt³<Å�¸ÈÃ ½¹³�¶"À+¸�¼¾½<ÕEÖ�²Y¸ÈÄX²ÐÚÀV·�½7²Y¸È¿�¶�Ã+·I½¹¸�Ä]ÁYÂÈÃ�·�¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â*Ö&³Ï½¹Ã+Ë+³Ï½7ÀÌÝ"³Ï½7²�³´³<Å�ÆV³%À�Ð£½7²Y³®Ö�³<Â»Â(Ó��E¶"³<Ä]¸�Í{Ä<Ã�Â�Â»×VÕ�Ö&³¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã�½7³�À+ÁY½.ÐÚ·7ÀVºP½7²�³�À+·¹¸»ÆV¸»¼�Õ�Ö�²Y³]·¹³

χ = 0
Õ�ÐÚÀV·cÅ�¸�Ü~³]·¹³]¼¾½�ÄX²�À+¸ÈÄF³<¿�À+Ð{½¹²Y³�Å�³<·7¸�Ç Ã ½¹¸»ÇV³À+Ð

χ
Ã�½
r = 0

Ã�¼�Å8Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³
ψ
Ã+¼�Å

ψ′ Ã ½%½7²�³ÌÝ{ÀVÁY¼�ÅYÃ+·7× r = R
ÓÊ��²Y³<¿7³t½7·XÃ+Ä]³ÌÃÄ]ÁY·7ÇV³�¸�¼

ψ−ψ′ ¿I¶{Ã+ÄF³VÓ���²Y³<¼®Ö&³�¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ ½7³�¸»¼EÖ�Ã�·XÅY¿*ÐÚ·¹À+º ÂÈÃ�·¹Æ+³&Å�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿]ÕfÖ�²Y³<·7³�½7²�³¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼Ê¸�¿&Å�³FÍ{¼Y³<ÅÊÝ¾×Ò½¹²Y³�¶�·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â�¸�½�×ÒÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½
C
À�Ð�½7²�³�úcÁYË ÃfÖ�Ã®ÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄÐÚÀV·7ºsÕE��Ñ"Ó ñ ïYÓ ï+íVóTÓ.Ô�¿

C
¸È¿&ÇfÃ+·7¸�³<Å*ÕEÃ+¼YÀ�½¹²Y³]·&ÄFÁY·¹Ç+³�¸»¼

ψ−ψ′ ¿7¶�ÃVÄF³�¸È¿�½7·XÃ+ÄF³ÉÅwÀVÁ�½<Ó��-Ð½¹²Y³®ºt³<Ã+¼�Î(Í�³]ÂÈÅØ¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼SÄFÀVÁYÂÈÅØÝ{³Ò¼Y³<Æ+Â�³<ÄT½¹³<ÅsÐÚÀV·
r < R

Õ{½¹²Y³Ò·¹Ã�½7¸�À
ψ′(R)/ψ(R)Ö&À+ÁYÂÈÅw¼�À�½�Å�³]¶"³]¼{ÅÊÀV¼w½7²�³�¼�À+·¹ºtÃ+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼wÀ+Ð�½¹²Y³ÏÖ&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼*Õ�Ã+¼�ÅÌ½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³�½7²�³Ä]ÁY·7ÇV³�ÄFÀV·7·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å�¸�¼YÆÏ½7À´½7²Y³�¸�¼Y¼Y³<·�Ý"À+Á�¼�ÅYÃ�·¹×®Ö&À+Á�Â�ÅtÝ"³�Ã´¿I½7·XÃ�¸�Æ+²¾½cÂ�¸»¼�³�½7²Y·¹À+Á�Æ+²t½7²�³ÀV·7¸�Æ+¸�¼*ÓÏ��¼�½¹²Y³Ò¶Y·7³É¿I³<¼�ÄF³ÒÀ�Ð&Ã ½7ÀVºÒÎ-Ã�½7À+º ¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿<Õ"½7²Y³Ò·XÃ ½7¸�À

ψ′/ψ
ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<ÅSÝE×¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã�½7¸�¼YÆÊÀVÁ�½�Ö�Ã�·XÅY¿�½¹·¹ÃVÄF³<¿�À+ÁY½%Ã
¿7¶Y¸»·XÃ�Â(Ó´öYÀV·ÏÂ»À Ö

n0
½7²�¸�¿ÏÄF·¹ÀV¿¹¿7³<¿�½7²Y³

ψ′ Ã�µE¸È¿ÏÃ¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ðc½7¸�ºt³<¿�³<Ñ¾Á�Ã+Â�½¹ÀÊ½¹²Y³Ò¼¾Á�º®Ý"³]·ÏÀ�Ð�¼�ÀEÅY³<¿�½7²Y³ÒÛ]³<·7À+Î(³<¼Y³]·¹Æ+×
¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�À+Ðc½7²�³��ÄX²�·&9�Å�¸�¼YÆ+³<·�³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼®²�ÃV¿�¸�¼�¿7¸�ÅY³�½¹²Y³�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Ó£��²Y¸È¿£ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¿�ÐÚ·7ÀVº3½7²�³&ÀVÝ�¿7³]·¹ÇfÃ�½7¸�À+¼½¹²�Ã ½ÏÐÚÀ+·%Â�À Ö
χ′(0)

½7²Y³Ì¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�Ö�¸»Â�Â.²�ÃfÇV³®½¹²Y³Ì¿7Ã+ºÒ³t¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�¼YÀ�Å�³É¿Ï¸»¼{¿I¸ÈÅ�³Ò½7²Y³¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â"Ã+¿�½¹²Y³�Û]³<·7À+Î(³<¼Y³]·¹Æ+×´¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ÒÀ+Ð~½7²Y³��YÄX²Y·&9�Å�¸�¼YÆV³]·.³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*ÕVÖ�²Y¸�Â»³�ÐÚÀV·cÇ+³<·7×ÂÈÃ�·¹Æ+³
Ç Ã�Â�ÁY³<¿ÌÀ+Ð
χ′(0)

½7²�³S³FÜ~³<ÄF½¹¿ÌÀ+Ð�½¹²Y³Øºt³<Ã�¼ Í�³<Â�Å Ö�¸�Â»Â�Ý{³�¿7ÀH¿�½¹·7ÀV¼YÆ�½7²�Ã�½Ì½7²Y³¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼
²�ÃV¿�¼YÀt¼YÀ�Å�³<¿�¸�¼�¿7¸�ÅY³�½¹²Y³%¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(Ó��²Y³ÌÄFÀV·7·¹³<¿7¶"À+¼�Å�¸�¼YÆÙ¶YÂ»À+½�ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<ÅGÝ¾×Ø¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ ½7¸�¼YÆÙ¸»¼EÖ�Ã�·XÅY¿�²�Ã+¿�½�Ö&ÀÙÝY·XÃ�¼{ÄX²Y³<¿<ÕÅ�³<¶{³<¼�Å�¸�¼YÆtÀ+¼ÙÖ�²Y³F½¹²Y³]·
ψ(r → ∞)

¸�¿&¶"ÀV¿7¸�½¹¸»ÇV³�ÀV·&¼�³]ÆVÃ�½7¸�Ç+³VÓ��.µYÃ+ºÒ¶�Â»³É¿�À+Ð�½¹²Y³�¶�Â»À+½¹¿Ã+·7³ÌÆV¸»ÇV³]¼H¸�¼âö�¸�Æ�Ó£ïYÓ W ÐÚÀ+·®¶�Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·X¿´¿7Á�ÄX²8½7²�Ã�½
ν ð = 3

ÓSö�À+·´Â�À Ö
n0
Õ£½7²�³]·¹³ÊÃ�·¹³

2ν ð + 1
¸�¼V½¹³]·X¿I³ÉÄT½¹¸»ÀV¼�¿�À+Ð�½7²Y³�½�Ö&Àk¿7³F½¹¿&À+Ð�ÄFÁY·¹Ç+³É¿]ÕEÄFÀV·7·¹³<¿7¶"À+¼�Å�¸�¼YÆÏ½¹ÀÒ¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿�À+Ð*½7²Y³ô�ã5³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó���²Y¸�¿&¸È¿�¸�Â�Â»Á�¿I½7·XÃ ½¹³<ÅÌ¸�¼Ùö£¸�Æ�ÓEïYÓ W ÃYÓ.Ô�¿

n0
¸»¼{ÄF·¹³<Ã+¿7³<¿<Õ+¶{Ã�¸�·¹¿�À�Ð�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿Ö�¸»½7²H½¹²Y³Ù¿¹Ã�ºt³w¼EÁYºkÝ{³<·®À+Ð�¼YÀ�Å�³<¿®ºÒ³<·7ÆV³ÊÃ�¼{ÅHÅ�¸�¿¹Ã�¶�¶{³ÉÃ�·ÉÕ�ÃV¿®¿7²YÀ Ö�¼H¸�¼âö�¸�Æ�Ó�ïYÓ W Ý*Ó�cÇV³]¼¾½7Á{Ã�Â�Â»×VÕ¾Ã�½�¿IÁj�ÌÄ]¸»³<¼¾½7Â�×Ò²�¸»ÆV²wÇ Ã�Â�ÁY³<¿�À�Ð

n0
ÀV¼YÂ»×Ò½¹²Y³�¼YÀ�Å�³]Î(Â�³<¿¹¿�¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼w¿IÁY·¹ÇE¸»ÇV³<¿<Ó��¼ ö£¸�ÆV¿<Ó�ïYÓ W Ã�¼{ÅçïYÓ�îHÖ&³�¿7²YÀ ÖM²YÀ Ö%Õ�Ö�¸�½¹² ¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆâ³]µE½7³]·¹¼�Ã+Â�Å�³<¼�¿7¸�½�×VÕ�½7²�³¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿.Ö�¸�½¹²Ì½7²�³�²Y¸�Æ+²Y³É¿�½�¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð~¼�ÀEÅY³<¿cÃVÄT½7Á{Ã�Â�Â»×Òºt³]·¹Æ+³+Ó�öYÀV·�Å�³<¼�¿I¸»½7¸�³<¿�²Y¸�Æ+²Y³<·½¹²�Ã�¼8½¹²Y¸�¿kÄF·¹¸�½¹¸�Ä<Ã�Â�ÇfÃ+Â»Á�³+Õ�½7²Y³wÀV¼YÂ�×�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿´Ã�·¹³ÌÀ+¼Y³É¿´Ö�¸»½7²âÃS¿7ºÌÃ�Â�Â»³<·´¼EÁYº®Ý"³]·®À�Ð¼YÀ�Å�³É¿]Óù�³<¿7¶Y¸�½¹³Ê¸»½¹¿´¿7²YÀV·I½7Î(·XÃ�¼YÆV³ÌÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³]·ÉÕ*Ö&³ÌÖ�¸»Â�Â�¿7³]³Ì¸�¼8½7²�³w¼Y³FµE½Ò��³<ÄT½¹¸»ÀV¼8½7²�Ã�½´½7²�³ºtÀ�Å�³]Â�Æ+¸�Ç+³]¼sÃ�Ý"À Ç+³ÏÄ]Ã+¶�½7Á�·7³É¿&½7²Y³%ºÌÃ�¸�¼
ÐÚ³<Ã�½7ÁY·¹³<¿�À+Ð�½¹²Y³®¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿�À+Ð�½¹²Y³kô�ãá³<Ñ¾Á�Ã�Î½¹¸»ÀV¼5ÐÚÀV·Ì½7²�³SÂ»ÀV¼YÆ�Î-·XÃ�¼YÆV³<Å\Ã�½7ÀVºkÎ-¸�À+¼á¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Ó�Ô�¿ÊÖ�³S¿7²YÀ Ö¬¸»¼çÔ�¶Y¶{³<¼�Å�¸»µáÔ®Õ�ÃÀV¼Y³FÎ�Å�¸�ºÒ³<¼�¿7¸»ÀV¼�Ã�Â{ºÒÀ�Å�³<Â~À�Ð�Ã�¼Ê¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»¼YÆkÆVÃV¿c¸�¼ÙÃ®¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³�Ö&³]Â�Â{¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÕEÖ�²Y¸ÈÄX²w¸�¿Ã+¶Y¶{³ÉÃ�Â�¸»¼�ÆÊÝ"³<Ä]Ã+Á�¿7³k¸»½�ºÌÃf×sÝ"³t¿7À+Â�Ç+³ÉÅSÃ�¼{Ã�Â�×V½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×VÕ�ÐqÃ+¸»ÂÈ¿�³]ÇV³]¼GÑ¾Á�Ã+Â»¸»½¹Ã�½7¸�Ç+³<Â»×
½7À
Å�³FÎ¿¹ÄF·¹¸»Ý"³%½¹²Y³k¶�²¾×�¿7¸�Ä<¿�À+Ð.½7²Y³®½7²Y·¹³]³]Î-Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼�Ã+Â�¶Y·¹À+ÝYÂ�³]ºså�¸�¼S¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÁ�Â�Ã+·<Õ"¿�½XÃ ½7³É¿�³]µE¸È¿I½



ñ
� ñ �;ñ���Ýs� ����ísî�����Ý�í6ëN��ê9ëÚñ �s� � g ê

−4 −2 0 2 4 6 8

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

Ψ(R)

Ψ
′(R

)

Inner
Outer, Ψ

0
=+n

0
1/2

Outer, Ψ
0
=−n

0
1/2

ν
S

ν
S

ν
S
−1

ν
S
−1

ν
S
−2

ν
S
−2

ν
S
−3

−4 −2 0 2 4 6 8

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

Ψ(R)

Ψ
′(R

)

Inner
Outer, Ψ

0
=+n

0
1/2

Outer, Ψ
0
=−n

0
1/2

ν
S
−1

ν
S
−1

ν
S
−2

ν
S
−2

ν
S
−3

ö£¸�Æ+ÁY·¹³tïYÓ W å�	&³<²�ÃfÇE¸»ÀV·�À�Ð
ψ(R)

Ã�¼�Å
ψ′(R)

ÐÚÀ+·�½7²�³Ò¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼G¸»¼{¿I¸ÈÅ�³k½7²Y³tÖ&³]Â�Â ñ ¿IÀVÂ»¸ÈÅÂ�¸�¼Y³Éó&Ã�¼{ÅÊÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³�¸»½ ñ ÅYÃV¿I²Y³ÉÅÊÃ+¼�ÅÙÅYÀ�½IÎ�ÅYÃV¿I²Y³ÉÅÌÂ�¸»¼Y³É¿&ÐÚÀ+·
ψ(r → ∞) = ±ψ0

Õ�·¹³<¿7¶{³ÉÄTÎ½¹¸»ÇV³]Â�×YóTÓ&��¼s½7²Y³´¶�Â»À+½¹¿�Ö&³´²�ÃfÇV³Ï¿7³F½
k0R = 9

Õ�Ö�²Y¸�ÄX²ØÆV¸»ÇV³<¿
ν ð = 3

ñ ¸ Ó ³+Ó�½7²Y·¹³]³%Ý"À+Á�¼�Å¿I½¹Ã�½7³É¿&ÐÚÀ+·�½7²�³®��ÄX²Y·:9EÅY¸»¼YÆV³]·&³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼{óFÓ¶òG³Ïºt³<ÃV¿IÁY·¹³�³]¼Y³<·7ÆV¸»³É¿�¸�¼sÁY¼Y¸»½¹¿�À+Ð
~

2k2
0/2mÃ+¼�Å8Â�³]¼YÆ+½7²�¿%¸�¼HÁY¼Y¸»½¹¿®À�Ð

R
Ó
��²�³ÊÄ]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7¸�À+¼�¿ÏÖ&³]·¹³Ì¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºÒ³ÉÅGÐÚÀ+·

U0 = 0.45
¸�¼½¹²Y³<¿7³�ÁY¼Y¸»½¹¿<Õ�ÝYÁ�½�·7³É¿IÁYÂ»½¹¿�ÐÚÀV·�À+½7²Y³<·�Ç Ã�Â�ÁY³É¿�À+Ð

U0
ºÌÃf×ÌÝ{³�À+Ý�½XÃ�¸�¼Y³<ÅwÝ¾×w¿¹Ä]Ã+Â»¸�¼YÆ{Õ¾¿7¸»¼{ÄF³ÐÚÀV·�ÃÊÆ+¸�Ç+³<¼�ÄX²Y³]ºt¸ÈÄ]Ã+Â�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ

ψ
Ã+¼�Å

ψ′ Ç Ã�·¹×ØÃ+¿ U−1/2
0

Ó%��²Y³t¿I×Eº®Ý"À+ÂÈ¿�¼�³<Ã�·�¸�¼�Î½¹³]·X¿I³ÉÄT½¹¸»ÀV¼�¿�¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³k½7²Y³t¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�¼YÀ�Å�³<¿�À+Ð.½7²Y³Ì¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼*Ó%��²Y³ÒÁY¶Y¶"³]·Ï¶�Ã+¼Y³]Â ñ ÃVó¸È¿�ÐÚÀ+·
µ = 0.45

ÕEÃ�¼{Åt½7²Y³�Â�À Ö�³<·�À+¼�³ ñ Ý"ócÐÚÀV·
µ = 2.9

ÕV±�Á{¿�½�Ã�Ý"À Ç+³�½¹²Y³�ÇfÃ+Â»Á�³
µ = 2.52Ã�½�Ö�²Y¸ÈÄX²Ê½¹²Y³Ï½�Ö�ÀÌ¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿�Ö�¸�½¹²sïÒ¼YÀ�Å�³É¿�ºt³]·¹Æ+³%Ã�¼�Å
Å�¸È¿7Ã+¶Y¶"³<Ã�·ÉÓ
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³
ï�Ó îYåÊ��Ö�À8¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�¿kÀ�Ð�½¹²Y³Sô�·7À¾¿7¿IÎ-ãc¸�½XÃ�³<ÇE¿7ËE¸»¸�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼âÐÚÀV·Ò½7²Y³sÃ ½7½7·XÃ+ÄT½¹¸»ÇV³¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³®Ö&³]Â�Â�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â Ó
k0R

Ã�¼�Å
U0

Ã�·¹³´½7²�³t¿¹Ã�ºt³tÃ+¿�¸�¼Gö£¸»Æ{Ó�ïYÓ W Ókö�À+·�½7²Y³tÁY¶Y¶"³]·¶�Ã+¼Y³]Â(ÕY½¹²Y³kÄX²�³]ºt¸�Ä<Ã�Â�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�¸È¿
0.45

Õ{Ã+¿�¸»¼Sö£¸�Æ�Ó~ïYÓ W Ã�Õ�Ö�²Y¸�Â»³®ÐÚÀ+·�½¹²Y³®Â�À Ö&³]·�ÀV¼Y³´¸»½¸È¿
2.5
Õs±�Á�¿I½®Ý"³]Â�À ÖP½¹²Y³ÌÇ Ã�Â�ÁY³ÌÃ ½%Ö�²Y¸ÈÄX²G½¹²Y³w¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿Ïºt³<·7ÆV³+Ót��²Y³w¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�¿ÏÝ"À�½¹²²�ÃfÇV³�½7²�·7³<³�¼YÀ�Å�³<¿<Õ�Ã�¼�ÅÊÃ�·¹³�½7²Y³�Í�·X¿�½�½7À®ºt³<·7ÆV³�Ã+¿c½7²Y³�ÄX²Y³]ºt¸ÈÄ]Ã�Â"¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â"¸»¼�Ä]·7³ÉÃ+¿7³<¿<Ó
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¸�¼sÀ+¼Y³%Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼
ÐÚÀ+·�Ã+·7ÝY¸»½7·XÃ�·¹¸�Â»×t²Y¸�Æ+²ØÃ+¿7×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�ÅY³]¼�¿7¸�½¹¸»³É¿]Ó
óôY	� õ d�


r−4 Ô��¸��

���Eb�`<�
ò�³w¼YÀ Öé½7ÁY·¹¼�½7ÀØÃ
ºtÀ+·¹³Ò·¹³<Ã+Â»¸È¿I½7¸ÈÄk¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ö�¸�½¹²G½¹²Y³w¿¹Ã�ºt³

r−4 Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·%Ã+¿�½¹²Y³ÃVÄT½¹Á�Ã�Â�Ã�½7ÀVºkÎ-¸�À+¼ ¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼áÃ�½wÂ�Ã+·7ÆV³ØÅ�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿]Ó öYÀ+·ÙÅ�³FÍ�¼�¸�½¹³]¼Y³É¿7¿<Õ�Ö�³SÄ]À+¼�¿7¸�ÅY³]·¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·X¿%Ã�¶Y¶Y·¹À+¶�·7¸ÈÃ ½¹³kÐÚÀV·®Ã 87 ��ÝâÄ]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³VÕ�Ã+¼�Å�Ö�³t½XÃ�Ë+³ a ï:ï = 100a0
Ó
Ô&½ÂÈÃ�·¹Æ+³wÅY¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³É¿]Õ�Ö�³t½XÃ�Ë+³t½¹²Y³ÊÃ�½7À+ºÒÎ-¸»ÀV¼G¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�½7ÀØÝ"³wÆ+¸�Ç+³<¼8Ý¾×G��Ñ"Ó ñ ïYÓ�î�óÏÖ�¸»½7²

α̃ = 320a3
0

Óc��²�³%Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼{¿�Ã�·¹³Ï¿7³]¼{¿I¸»½7¸�Ç+³�½7ÀÒ½¹²Y³´¿I²�À+·7½IÎ-·¹Ã+¼YÆ+³�Ý{³<²�ÃfÇE¸»ÀV·&À+Ð�½¹²Y³¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ*ÝYÁY½ÏÖ&³ÒºtÃf×ØÀVÝ�½¹Ã+¸»¼G¸»Â�Â�Á�¿�½¹·¹Ã�½7¸�Ç+³Ò·7³É¿IÁ�Â�½X¿�ÝE×�Ä]Á�½I½¹¸»¼YÆÙ½7²�³
1/r4

¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+ÂÀ+Ü\ÝE×�Ã
·7³<¶YÁYÂÈ¿I¸�Ç+³Ò²�Ã+·¹ÅGÄFÀ+·¹³tÀ�Ð&·¹ÃVÅ�¸»Á{¿
R
Ów�E¸�¼�ÄF³tºÌÃ�¼E×�Ã�½7ÀVºt¿ÏÃ+·7³tÝ"À+ÁY¼�Å�½7À
½¹²Y³¸�À+¼�Õ{Ö&³®Ã+¿¹¿7ÁYºt³Ï½7²Y³k¸»ÀV¼s½7ÀwÝ"³k¿I½¹Ã�½7¸ÈÄ´Ã�¼�ÅØ¿7³F½

m ï:ö = m
Ó���²Y³kÃ ½7ÀVºÒÎ(¸�À+¼Ø¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆÂ�³]¼�Æ�½7²�À�Ðc¿IÁ{ÄX²S¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â�ºÌÃf×
Ý{³ÒÄ]Ã�ÂÈÄFÁ�Â�Ã�½7³<Ås¸�¼s½7²�³�òçû%	 Ã�¶Y¶�·7Àfµ�¸�ºtÃ�½7¸�À+¼*Õ{Ã�¼�Ås¸È¿ÆV¸»ÇV³]¼
ÝE× ² zmy ´

aai = β4 cot

[

β4

R

]

.
ñ ï�Ó z¾ðVó

��²�³Ò¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�Ý"À+ÁY¼�Å�¿I½¹Ã ½¹³<¿�Ã�Â�Â»À Ö&³<ÅSÝ¾×s½¹²Y³Ò¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�Ä<Ã�¼GÝ{³Ò³<¿I½7¸�ºÌÃ ½7³ÉÅSÝE×Ø¸�¼�ÎÄ]·7³ÉÃ+¿7¸»¼�ÆS½7²�³Ù¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�¿I½7·¹³]¼YÆ+½7²HÐÚ·¹À+º Û<³]·¹ÀS½7À�¸»½¹¿tÃ+ÄF½7Á�Ã+Â�Ç Ã�Â�ÁY³VÓâÔ[Ý"À+Á�¼�Å\¿I½¹Ã�½7³Ã+¶Y¶"³<Ã�·X¿�³<Ã+ÄX²S½7¸�ºÒ³Ò½¹²Y³Ò¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆÊÂ»³<¼YÆ�½¹²GÅ�¸�Ç+³<·7ÆV³<¿<Õ"Ã+¼�ÅØ½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³®½7²Y³Ò¼EÁYº®Ý"³]·ÏÀ�ÐÝ"À+Á�¼�Ås¿�½XÃ ½7³É¿�¸�¿�Æ+¸�Ç+³]¼
ÝE×
ν ð =

��¼¾½ ( β4

πR

)

,
ñ ï�Ó z�÷�ó

Ö�²�³]·¹³���¼¾½
(x)

Å�³<¼YÀ�½¹³<¿�½7²Y³�¸�¼¾½7³]ÆV³]·�¶�Ã+·I½�À�Ð
x
Ó.��À�ºtÀEÅY³]ÂYÃ+ÄF½7Á�Ã+Â�Ã ½7ÀVºÒÎ(¸�À+¼´¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂÈ¿<ÕÃk¶Y²E×�¿I¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×Ò·7³ÉÃ+¿7À+¼�Ã+ÝYÂ»³�ÇfÃ+Â»Á�³�À�Ð

R
Ö&À+Á�Â�ÅÌÝ"³ ∼ 10a0

Ó.
�À Ö&³]ÇV³]·ÉÕ�½7²�³�¶Y·¹À+¶"³]·7½7¸�³<¿�À�Ð½¹²Y³&Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼´À�Ð�ºtÀV¿I½�¸�ºt¶{ÀV·I½XÃ�¼�Ä]³c²Y³<·7³�Ã+·7³c½7²YÀ¾¿I³�Ã�½�·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³]Â�×�ÂÈÃ�·¹Æ+³cÅ�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿<Õ
r & 103a0

Õ"¿IÀtÖ&³Ï½¹Ã�ËV³
R = 300a0

Õ�¿7¸»¼{ÄF³Ï½7²�¸�¿�¿I²YÀVÁYÂÈÅÊÆV¸»ÇV³%Á�¿�½7²�³´ÄFÀ+·¹·¹³<ÄT½�¶Y²E×�¿7¸�Ä<Ã�ÂÝ"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·£ÐÚÀV·�½7²Y³�Å�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿�À+Ð{¸�¼V½¹³]·¹³<¿I½<Ó�òG³�Å�ÀÏ¼YÀ+½.³Fµ�¶{³ÉÄT½�½7²�³�ÑVÁ{Ã�Â�¸�½XÃ ½7¸�Ç+³&Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·À+Ð*½7²�³�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼w½7ÀtÅ�³<¶{³<¼�ÅwÀV¼
R
Õ¾³<Ç+³<¼Ì½7²YÀVÁYÆ+²
Ñ¾Á�Ã�¼¾½7¸»½7¸�³<¿�Â�¸»ËV³�½7²�³�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÂ�³]¼�Æ�½7²ØÅ�À{ÕYÃ�¼�Å
Ö&³Ï²�ÃfÇ+³�Ç+³<·7¸»Í�³<ÅÊ½7²�¸�¿�¼EÁYºt³<·7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×+Ó

ò�³w¼YÀ Ö±Å�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³Ì¼¾Á�ºÒ³<·7¸ÈÄ]Ã+Â�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿®À�Ð�½7²�³Ùô�ãP³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�½7²{Ã ½kÃ+¶Y¶Y·¹ÀVÃ+ÄX²8ÃÄ]À+¼�¿I½¹Ã+¼¾½
Å�³<¼�¿I¸»½�×
n0

ÐqÃ+·ÊÐÚ·¹À+º°½7²�³�¸�À+¼*Óüä+Á{¿�½sÃ+¿ÊÐÚÀ+·w½¹²Y³GÍ�¼Y¸»½7³FÎ-·XÃ�¼YÆV³S¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+ÂÄ]À+¼�¿7¸ÈÅ�³]·¹³<Å�¸�¼Ï½7²Y³�¶Y·7³<ÇE¸»ÀVÁ�¿*�E³<ÄF½7¸�À+¼*ÕÉ½¹²Y³]·¹³c¸È¿*Æ+³<¼Y³]·XÃ�Â�Â�×�ºtÀ+·¹³�½7²�Ã+¼%À+¼Y³c¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼ÏÐÚÀV·�ÃÆV¸»ÇV³]¼%Ç Ã�Â�ÁY³cÀ+ÐE½7²Y³�ÄX²�³]ºt¸�Ä<Ã�Â�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ Ã�¼�Å�ÐÚÀV·�¿7ºtÃ+Â»ÂV³FµE½7³<·7¼{Ã�Â+Å�³<¼�¿7¸�½¹¸»³É¿*À+¼�³c³Fµ�¶"³<ÄT½X¿
2ν ð + 1

¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿]Ó���¼Øö£¸»Æ{Ó�ïYÓ ïÒÖ�³%¿7²YÀ Öç½¹²Y³%Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼�¿�Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�ÅY¸»¼YÆk½7ÀÒ½¹²Y³½�Ö&ÀÊ¿I½¹Ã�½7³<¿�Ö�¸�½¹²Ø½7²Y³®²Y¸»ÆV²Y³<¿I½�¼EÁYºkÝ{³<·�À�Ð.¼YÀ�Å�³É¿]Õ{¼�Ã�ºt³<Â»×
¿I³<Ç+³]¼sÐÚÀV·�½7²�³®¶�Ã+·¹Ã+ºÒ³]½7³<·¹¿ÄX²�ÀV¿7³]¼*Õ�¸�¼ØÃ�Æ+·¹³]³<ºt³]¼¾½&Ö�¸»½7²
½¹²Y³´Ñ¾Á�Ã+¿7¸�Î�ÄFÂÈÃ+¿¹¿7¸�Ä<Ã�Â"·7³É¿IÁYÂ»½ ñ ï�Ó z�÷ óTÓc��²Y³ÏÐÚ·¹³]³Ï³<¼Y³]·¹Æ+×VÕVÐÚÀV·Ã®Æ+¸�Ç+³<¼tÄ]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³�Å�³]¼{¿I¸»½�×
n0
ÕV¸È¿�²Y¸»ÆV²Y³<¿I½cÐÚÀV·c½7²�³�¿I½¹Ã ½¹³<¿�Ö�¸�½¹²Ì½7²Y³�²Y¸�Æ+²Y³É¿�½�¼EÁYºkÝ{³<·À+Ð£¼�ÀEÅY³<¿<ÕYÃ�¼�ÅsÅ�³ÉÄF·¹³<Ã+¿7³<¿�ÃV¿&½7²Y³Ï¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð�¼�ÀEÅY³<¿�Å�³ÉÄF·¹³<ÃV¿I³É¿]Ó��¼\½7²Y³sÃ�Ý{¿I³<¼�ÄF³wÀ+Ð�¸�¼Y³]ÂÈÃ+¿I½7¸ÈÄw¶Y·¹À�ÄF³É¿7¿7³<¿<Õ�Ö�³Ù³Fµ�¶{³ÉÄT½tÀ+¼YÂ�×�½7²Y³
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Ô�Â�½¹²YÀ+Á�Æ+²�Ö&³kÃ+·7³k¿IÀVÂ»ÇE¸�¼YÆÊÃÊÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½�¶�·7ÀVÝYÂ»³<ºMÃ�¼�ÅØÖ&³kÃ+·7³®¼YÀ�½Ï¸»¼S½7²Y³Ò¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼S½7ÀÅYÀ®Ã%Ñ¾Á�Ã�¼¾½7¸»½¹Ã�½7¸�Ç+³�ÄFÀVºt¶�Ã�·¹¸�¿7À+¼ÒÖ�¸»½7²t½7²�¸�¿�·7³É¿IÁYÂ»½<ÕVÀ+ÁY·.ºtÀ�Å�³<Â�¶Y·¹³<Å�¸ÈÄT½X¿cÃ ½cÂ�À ÖáÅ�³]¼�¿7¸»½�×ÃÊÅ�¸»ÇV³]·¹Æ+³<¼�ÄF³%À+Ð£½¹²Y³´¼EÁYºkÝ{³<·�À�Ð�½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅØÃ ½¹À+ºÌ¿�ÐÚÀV·�³]ÇV³]·¹×Ù¿I½¹Ã ½¹³%½7²{Ã ½�¸�¼Ø½7²�³®Å�¸�Â»Á�½¹³Â�¸�ºÒ¸»½w·¹³<Å�Á�Ä]³<¿Ò½¹À8Ã�Ý"À+ÁY¼{Å ¿I½¹Ã�½7³sÀ�Ð�½7²Y³s¼YÀV¼�Î-¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»¼YÆ�¶Y·¹À+ÝYÂ�³]º ñ ¸(Ó ³VÓ�ÐÚÀ+·Ì³]ÇV³]·¹×¿I½¹Ã�½7³�³FµYÄF³<¶�½�½¹²Y³�ÀV¼Y³�½7²{Ã ½�¿�½¹³]ºÌ¿cÀVÁ�½�À+Ð�½7²Y³�Û]³]·¹À�Î-³]¼�³]·¹Æ+×k��ÄX²�·&9�Å�¸�¼YÆ+³<·�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼*ÕE¿7³]³ö£¸�Æ�Ó*ï�Ó ò�óFÓ�ò�³tÀ+Ý�¿7³]·¹Ç+³k¸»¼GÀ+ÁY·%¿7¸»ºkÁYÂ�Ã�½7¸�À+¼�¿�½¹²�Ã ½ÉÕ*Ã+¿�½7²Y³tÝYÁ�Â»Ë�ÅY³]¼�¿7¸�½�×SÃ+¶Y¶Y·¹ÀVÃVÄX²Y³<¿Û<³]·¹À�Õ
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ÅY¸»ÇV³]·¹Æ+³<¿�ÐÚÀ+·&½¹²Y³<¿7³�¿I½¹Ã�½7³É¿&¿7¸�¼�ÄF³�½7²Y³<¸»·�¿7¶�Ã�½7¸ÈÃ�Â~³FµE½7³<¼�¿7¸»ÀV¼Ê¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I³É¿�¸�¼�Å�³]ÍYÎ¼�¸�½¹³]Â�×+Ó���²�¸�¿�¸È¿�¸�¼ØÑVÁ{Ã�Â�¸�½XÃ ½7¸�Ç+³´ÃVÄ]Ä]À+·XÅwÖ�¸»½7²s½7²�³%¶Y·7³ÉÅ�¸ÈÄT½7¸�À+¼sÀ+ÐcÞ��+½`@w34+°��)Û��ÕY½¹²�Ã ½�²�ÃV¿Ý"³]³<¼sÖ�ÀV·7ËV³<ÅwÀVÁ�½�½7ÀÌÅ�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³�½¹²Y³%ÁY¶Y¶"³]·¹ºtÀV¿I½�Ý{ÀVÁY¼�Ås¿I½¹Ã ½¹³+Ó��À+¼Y³]½7²Y³<Â»³É¿7¿<Õ�Ã�½kÂ�À ÖNÄFÀV¼�Å�³]¼{¿7Ã�½7³ÙÅY³]¼�¿7¸�½¹¸»³É¿kÃ+¼�Åâ¸�¼â½¹²Y³ØÃ�Ý�¿7³]¼{ÄF³ÊÀ+Ð�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼¶�·7À�ÄF³É¿7¿7³<¿<Õf½7²�³�¿I×�¿I½7³]ºéÖ�¸»Â�ÂYÀ�Ä]Ä]ÁY¶E×Ï½7²Y³�¿I½¹Ã�½7³&½7²�Ã�½cºtÀ+·¹³&Ä]Â»À¾¿I³<Â»×%·¹³<¿7³]ºkÝYÂ»³É¿£½7²Y³�Û<³]·¹À�Î³<¼Y³]·¹Æ+×w¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ÙÀ+Ð�½7²�³%�YÄX²Y·&9�Å�¸�¼YÆV³]·�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ÙÃ+¼�ÅÙ¼YÀ�½�ÀV¼Y³�À+Ð�½¹²Y³%Ý{ÀVÁY¼�Å
¿�½XÃ ½¹³<¿�À�Ð½¹²Y³Ì¸�À+¼Y¸ÈÄÒ¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â ÓwÞ�À+¼�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼¾½7Â�×+Õ~½7²�³Ì¼¾Á�º®Ý"³]·ÏÀ�Ð�½7·XÃ�¶Y¶"³<Å�Ã ½¹À+ºÌ¿ÏÖ�¸»Â�Â.Ý"³kÍ{¼Y¸�½¹³Ã+¼�Å
Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×Ì½¹²Y³´Å�¸�Â»Á�½¹³%Â»¸�ºt¸�½�·¹³<¿7ÁYÂ»½<ÕY��Ñ{Ó ñ ïYÓ W ï�óFÓ
óôY�� � ���ÙÿÕ�����eb��<��� `���� �Åb���ÿ����½�Eb��<�
��¼A½7²Y¸È¿SÞ�²�Ã�¶Y½7³]·
Ö&³�²�ÃfÇV³�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³ÉÅ ½7²Y³�³FµYÄF³É¿7¿Ù¼EÁYº®Ý"³]·
À�Ð®Ä]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³GÃ ½¹À+ºÌ¿Ä]À+Â�Â»³ÉÄT½¹³<Å?ÝE×5½7²Y³S¶"À+ÂÈÃ�·¹¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼á¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�À+Ð%Ã\¿I¸�¼YÆ+Â�³S¸�À+¼*ÓËò�³SÍ{¼�Åá½7²{Ã ½ÙÃ�½ÙÂ�À ÖÝ�ÁYÂ»ËsÅ�³<¼�¿I¸»½�×Ê¸»½�Ä<Ã�¼sÝ{³%³<¸�½¹²Y³]·�¶{À¾¿I¸»½7¸�Ç+³%ÀV·�¼Y³]Æ¾Ã ½¹¸»ÇV³+ÕYÅ�³<¶{³<¼�Å�¸�¼YÆwÀ+¼
½¹²Y³´¿I¸�Æ+¼sÀ+Ð�½¹²Y³Ã�½7ÀVºkÎ-¸�À+¼Ø¶Y²�ÃV¿I³k¿I²Y¸»Ðø½<Õ�Ã+¼�ÅØÃt½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã�Â�ºÌÃ�Æ+¼�¸�½¹Á�Å�³®¸È¿�À+ÐcÀ+·XÅ�³]·

10 − 100
Ó�ÔP½�×E¶Y¸�Ä<Ã�Â¿7¶�Ã�½7¸ÈÃ�ÂY³]µ¾½¹³]¼�¿7¸�À+¼tÀ�Ð"½7²Y¸È¿cÅ�³<¼�¿7¸�½�×ÒÅ�¸�¿I½7Á�·7Ý�Ã+¼�ÄF³�¸È¿c¿7³F½cÝE×´½¹²Y³�Â�³]¼YÆ+½7²Ì¿¹Ä]Ã�Â�³�Ã+¿¹¿IÀ�Ä]¸�Ã�½7³<ÅÖ�¸»½7²â½7²Y³Ù¸»ÀV¼Y¸�Äw¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â Õ

β4 ∼ 1 µ
º
ÓG��Á�·®³<¿I½7¸�ºÌÃ ½¹³<¿´¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³Ì½¹²�Ã ½k½7²Y³
ô�·7À¾¿7¿IÎã�¸�½XÃ�³]Ç�¿7ËE¸»¸"³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ÌÆ+¸�Ç+³É¿�Ã%·¹³]Â�¸ÈÃ�ÝYÂ�³�Å�³É¿7Ä]·7¸�¶�½7¸�À+¼tÐÚÀV·c½¹²Y³�Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÁYºJÖ&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼½¹²�Ã ½Ì¸�¼â½¹²Y³ØÅ�¸»Â�Á�½¹³
Â�¸�ºÒ¸»½wÃ�¶Y¶�·7À¾Ã+ÄX²Y³É¿
ψ ð Õc½¹²Y³ÙÛ<³]·¹À�Î-³]¼Y³<·7ÆV×8�YÄX²Y·&9�Å�¸�¼YÆV³]·k¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼*Óö�À+·�¿I½¹Ã ½¹³<¿�Ö�¸�½¹²ÊÐÚ³<Ö�³<·�¼�ÀEÅY³<¿<ÕV½¹²Y³%ô�ã5³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼ÊºtÃf×t¼YÀ+½&Ý"³%Ã�¶Y¶�·7ÀV¶Y·7¸ÈÃ ½¹³�¿7¸»¼�Ä]³�½¹²Y³ÅY³]¼�¿7¸�½�×ÙÀ�Ð�Ã ½7ÀVºÌ¿�Ã�·¹À+ÁY¼�ÅÊ½7²�³%¸»ÀV¼ÙºÌÃf×wÆV·7À ÖA¿7ÁYÝ�¿I½¹Ã+¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â»×VÓ

ò�³Ø²�ÃfÇV³sÃ+¼�Ã�Â�×EÛ]³ÉÅâ½¹²Y³�ô�·7À¾¿7¿IÎ-ãc¸�½XÃ�³<ÇE¿7ËE¸»¸�³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼5ÐÚÀ+·ÙÃ�	&À¾¿I³]Î(�c¸�¼�¿I½7³<¸»¼?ÄFÀV¼�ÎÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³k¸�¼S½¹²Y³k¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³kÀ�Ð�Ã+¼�¸�À+¼�ÃV¿�ÃÊÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼�À+Ðc½7²�³ÒÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ®Å�³<¼�¿7¸�½�×VÕ*Ã�¼�ÅÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸»Û<³<Åt¸»½¹¿�Ã+¿7×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·ÉÓ�ò�³�Í{¼�ÅÌ½¹²�Ã ½&ÐÚÀ+·�¿IÁj�ÌÄ]¸»³<¼¾½7Â�×ÒÂ�À ÖçÄFÀV¼�Å�³<¼�Î¿¹Ã ½¹³kÅ�³<¼�¿7¸�½¹¸»³É¿�½7²�³®¼YÀV¼�Î(Â�¸�¼Y³<Ã+·�¶Y·¹À+ÝYÂ�³]º Ã+Å�ºt¸»½¹¿
2ν ð + 1

Å�¸»Ü~³]·¹³]¼¾½�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿]Õ{Ö�²Y³]·¹³
ν ð ¸�¿´½7²Y³Ê¼¾Á�º®Ý"³]·®À+Ð�Ý{ÀVÁY¼�ÅH¿I½¹Ã ½¹³<¿®À�Ð�½7²Y³ÙÂ»¸�¼Y³ÉÃ�· ñ ��ÄX²Y·:9EÅY¸»¼YÆV³]·Tó�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*Ó ò?¸»½7²¸�¼�Ä]·7³ÉÃ+¿7¸»¼YÆ´Ä]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³�Å�³]¼�¿7¸»½�×+Õ¾¶�Ã�¸�·¹¿cÀ�Ð*¿�½XÃ ½¹³<¿.Ý"³<Ä]À+ºt³�Å�³<Æ+³]¼�³]·XÃ ½7³�Ã+¼�ÅÌÅ�¸È¿7Ã+¶Y¶"³<Ã�·ÉÕÃ+¼�ÅØ½¹²Y³k¿I½¹Ã�½7³ÒÀ�Ð.½¹²Y³Ò¿7×�¿�½¹³]º º®Á{¿�½ÏÄX²�Ã�¼YÆV³®Å�¸È¿7Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÀ+Á{¿IÂ�×+Ó�Ô�¼�¸�¼¾½7³<·7³É¿�½¹¸»¼YÆ
ÄX²�Ã�Â»ÎÂ�³]¼�Æ+³%¸È¿&½7ÀÒÍ�¼�Å
³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½XÃ�Â�³<Ç¾¸ÈÅ�³<¼�ÄF³ÏÐÚÀV·�¿IÁ�ÄX²sÃÒÝ{³<²�ÃfÇE¸»ÀV·<Ó��²�³]·¹³�Ã+·7³�ºÌÃ�¼E×´ÀV¶{³<¼t¶Y·7ÀVÝYÂ�³]ºÌ¿�¸»¼Ò½¹²Y¸�¿c·7³<Â�Ã�½7¸�Ç+³]Â�×%ÁY¼Y³]µ�¶YÂ»ÀV·7³ÉÅ´Í{³]ÂÈÅ�Ó���¼tºtÀV¿I½cÀ�Ð½¹²Y³kÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼�¿�Ö&³%²�ÃfÇ+³´ÃV¿7¿7ÁYºt³<Å
½¹²�Ã ½�½7²Y³®¿I½¹Ã�½7³´À+Ð.¸»¼¾½7³<·7³É¿�½�¸�¿�½7²Y³´ÀV¼Y³´Ö�¸»½7²s½¹²Y³ºÌÃ�µE¸�º®Á�ºé¶"ÀV¿¹¿I¸�ÝYÂ�³&¼EÁYºkÝ{³<·cÀ�Ð"¼YÀ�Å�³<¿<Ó�àØÀ+·¹³�¿�½¹Á�Å�×®¸È¿.¼Y³<³<Å�³ÉÅ®À+Ð"¸�¼Y³<Â�ÃV¿�½¹¸�Ä&¶Y·¹À�ÄF³<¿¹¿7³<¿½¹²�Ã ½%Ö�¸�Â»ÂcÄ<Ã�Á�¿7³kÃ�½7ÀVºt¿�½¹ÀÙ·¹³]ÂÈÃ µs½7À
Â�À Ö�³<·�¿I½¹Ã�½7³<¿o² � ´ Ó´�-½%Ö�ÀVÁYÂ�ÅGÃ�ÂÈ¿IÀÙÝ{³t¸�¼¾½7³]·¹³<¿I½7¸�¼YÆ½¹ÀtÀ+Ý�½XÃ�¸�¼Ù¸�¼�¿7¸»ÆV²V½�¸�¼V½¹ÀÒ½7²Y³Ï³<Ñ¾ÁY¸�Â�¸»ÝY·¹¸�ÁYº ¶Y·¹À+¶"³]·7½7¸�³<¿&À�Ð�½7²Y³É¿I³Ï¸�À+¼�Î�Ã ½¹À+ºÌ¿&ÄFÀ+ºt¶"À+ÁY¼{ÅY¿Ö�²�³]¼�ÐÚÀ+·¹ºt³<ÅG¸»¼�¿7¸ÈÅ�³wÃÙ½7·XÃ�¶Y¶"³<Å�ÆVÃV¿ ñ ¸(Ó ³VÓ*Ö�²Y³F½¹²Y³]·´½7²Y³É¿I³tÂ�ÀEÄ<Ã�Â�¸»Û<³t¸»¼�½7²�³wÄF³]¼¾½¹³]·%À�Ð½¹²Y³ÙÄ]Â»ÀVÁ�ÅHÀV·®Ã�·¹³w¶YÁ�¿7²Y³ÉÅ8½7ÀØ½¹²Y³Ù¿7ÁY·7ÐqÃ+Ä]³wÝE×GÝYÁ�À ×VÃ�¼{ÄF×YóTÓS��²Y³ÙÄ]Ã�ÂÈÄFÁ�Â�Ã�½7¸�À+¼HÀ�Ð�½¹²Y³³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³�ºÌÃ+¿¹¿�À�Ð~½7²Y³�Å�·7³É¿7¿7³<Åk¸�À+¼tÖ�ÀVÁYÂÈÅ®Í{¼�Ã�Â�Â»×k¶Y·¹À Ç¾¸ÈÅ�³�¸�ºÒ¶"À+·7½¹Ã+¼¾½c¸»¼�ÐÚÀV·7ºÌÃ�½7¸�À+¼tÀ+¼¸»½¹¿�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ]¿<Ó
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Ã�·¹À+ÁY¼{ÅSÃs¿I¸�¼YÆ+Â�³Ò¸»ºt¶YÁY·¹¸»½�×+Õ�Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<ÅÐÚ·¹À+ºM��Ñ"Ó ñ ïYÓ�ò+î�ó�Á�¿7¸»¼�Æ
¿7³]Â»ÐøÎ-Ä]À+¼�¿7¸È¿�½¹³]¼¾½�ºt³<Ã+¼�Î(Í�³]ÂÈÅG¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼�¿�ÐÚÀV·%ÃÙ¿7¸»¼�Æ+Â�³k¸�ºt¶YÁY·¹¸�½�×Ã+¼�Åt½�Ö&ÀkÅ�¸»Ü"³<·7³<¼¾½�¼EÁYº®Ý"³]·X¿�À�Ð�½7·XÃ�¶�¶{³ÉÅwÃ ½¹À+ºÌ¿�ÃV¿�Ã´ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼ÊÀ+Ð*½7²Y³�Ã ½¹À+ºÒÎ(¸�ºt¶YÁY·¹¸�½�×¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆtÂ�³]¼YÆ+½7²
a ï&ö ñ a ï&ï = 0.005a ��� Õ ma = mi

Ã+¼�Å
rc = a ��� óFÓ&��²Y³´ÅYÀ�½I½¹³<ÅsÂ�¸»¼�³¿7²YÀ Ö�¿®½7²Y³sÃ�¼�Ã+Â»×¾½¹¸�Ä<Ã�Â&³<¿I½7¸�ºtÃ�½7³ÙÐÚÀ+·ÌÃS²�À+ºtÀ+ÆV³]¼Y³<À+Á�¿®ÆVÃ+¿<Õ.��Ñ"Ó ñ ï�Ó W ï+óTÓâ��²�³
Ä]Â»ÀVÁ�Å¸È¿w³]µE¶"³<ÄF½7³ÉÅá½7À ÄFÀ+Â�ÂÈÃ�¶�¿7³Ø¸�Ð

a ï:ö < −0.062a ��� ÐÚÀ+·
ÃâÄFÂ�À+Á{Å?À�Ð 104 Ã ½¹À+ºÌ¿<Õ�Ã�¼�Å?¸»Ð
a ï:ö < −0.075a ��� ÐÚÀV· 103 Ó.��ºtÃ+Æ+³%ÄFÀVÁY·7½7³<¿7×ÌÀ�Ð�ù®Ó"	&Â»ÁYºt³%Ã�¼{Å
�´Ó�û%Ã�ÂÈÃ+¿<Ó
�-½k¸È¿k¸»¼¾½7³<·7³É¿�½¹¸»¼�ÆØ½7ÀS¼�À�½7³Ê²Y³]·¹³w½¹²�Ã ½®¸�¼\ÃS¿7ÁYÝ�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼¾½kÖ&À+·¹ËGû%Ã�ÂÈÃ+¿®Ã�¼�ÅH	&Â�ÁYºt³

²�ò Wµ´ ²�ÃfÇ+³SÃ+¼�Ã�Â�×EÛ]³ÉÅ\½¹²Y³�¶"ÀV¿¹¿7¸»ÝY¸�Â�¸�½�× À�Ð%Â�ÀEÄ<Ã�Â�¸»Û<¸»¼�ÆâÃ�¼?¸�ºÒ¶�ÁY·7¸»½�× ¸»¼�¿7¸ÈÅ�³GÃ�½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅÄ]Â»ÀVÁ�Å�ÓÏ	�×sºt³<Ã+¼�¿�À�Ð�Ãwºt³ÉÃ�¼�Î(Í�³]ÂÈÅØºtÀ�Å�³]Â£Ö�¸»½7²GÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½ÏÃ ½7ÀVºÒÎ(¸�ºt¶YÁY·¹¸�½�×
¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Õ½¹²Y³]×t¿I²�À Ö5½¹²�Ã ½�½7ÁY¼Y¸�¼YÆ®½7²Y³�Ã�½7ÀVºkÎ-¸�ºÒ¶�ÁY·7¸»½�×k¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ®Â»³<¼YÆ�½¹²
a ï:ö ÐÚ·¹À+ºüíÏ½¹À®Ã%ÂÈÃ�·¹Æ+³¼Y³<ÆVÃ�½7¸�Ç+³ÒÇfÃ+Â»Á�³k½¹²Y³Ì¸�ºÒ¶�ÁY·7¸»½�×ØÍ�·X¿I½ÏÆV³F½X¿�Â�À�Ä]Ã+Â»¸�Û]³ÉÅ�¸�¼�¿7¸�Å�³Ò½¹²Y³t½7·XÃ�¶Y¶"³<Å�ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³VÕÃ+¼�ÅHÍ�¼{Ã�Â�Â»×âÄ<Ã�¼\³<Ç+³<¼5Ä]Ã+Á�¿7³w½7²�³sÄ]À+Â�Â�Ã+¶�¿7³ÊÀ�Ð�½7²Y³ØÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³VÓâöY·¹À+º ½7²�³
Å�³<¼�¿7¸�½�×¶Y·¹À�Í{Â»³
À�Ð�½7²Y³SÃ�½7À+ºt¸ÈÄÊÖ�ÃfÇ+³ÙÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼5½7²Y³<×5Ã+Â�¿7À�Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³Ê½¹²Y³s³FµYÄF³É¿7¿Ò¼EÁYºkÝ{³<·ÌÀ�ÐÃ�½7À+ºÌ¿´Ã+·7ÀVÁY¼�ÅG½7²�³Ê¸�ºÒ¶�ÁY·7¸»½�×+ÓS�E¸�¼�Ä]³w½7²�³]×GÍYµG½¹²Y³Ê¼EÁYºkÝ{³<·´À�Ð�Ã�½7À+ºÌ¿kÃ�¼�Å8¼YÀ+½´½7²�³ÄX²Y³<ºt¸�Ä<Ã�Â�¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÕE½7²Y³<×ÙÅ�³]Í�¼Y³Ï½7²�³%³FµYÄF³É¿7¿&¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð£Ã�½7ÀVºt¿�ÃV¿

∆N = 4π

∫ rc

0

dr r2 [n(r) − n0(r)]
ñ ïYÓ�ò+îVó

Ö�²Y³<·7³
n
¸È¿£½7²�³�ÅY³]¼�¿7¸�½�×®À�Ð�½¹²Y³&½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅÒÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³&¸»¼k½7²�³&¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³&À�Ð{½7²Y³�¸�ºÒ¶�ÁY·7¸»½�×+Õ

n0
½7²Y³tÅ�³<¼�¿I¸»½�×Ø¸�¼�¸»½¹¿ÏÃ�Ý�¿7³]¼{ÄF³kÃ+¼�Å

rc
¸�¿�Ã�¼�Ã�·¹ÝY¸»½7·XÃ�·¹×
Ä]Á�½IÎ-À�Ü8·¹ÃVÅ�¸�Á�¿ ñ

rc
¼�³]³<Å�¿�½¹ÀÝ"³®Í{¼Y¸�½¹³Ì¿I¸�¼�ÄF³VÕ~Ö�¸�½¹²�ÍYµ�³ÉÅ

N
Õ
∆N = 0

¸�Ð
rc → ∞ óFÓ®��²Y³<¸»·�Í�¼�Å�¸�¼YÆ¾¿�Ã+·7³k¸»¼GÆ+ÀEÀ�ÅÃ+Æ+·¹³]³]ºt³<¼V½�Ö�¸»½7²ØÀVÁY·�Ã�¼�Ã+Â»×¾½¹¸�Ä<Ã�Â*·¹³<¿7ÁYÂ»½�ÐÚÀ+·�Ãt²YÀVºtÀ+Æ+³<¼Y³]ÀVÁ�¿&ÆVÃV¿ ñ ¿7³]³´ö£¸�Æ�Ó�ï�Ó�÷ óFÕ{Ã+¼�Å¿7²YÀ+Á�Â�Å
ÄFÀV¼¾ÇV³]·¹Æ+³�½7ÀÌ¸»½�Ö�¸�½¹²
¸�¼�Ä]·7³ÉÃ+¿7¸»¼YÆÒ¼EÁYº®Ý"³]·�À+Ð�Ä]À+¼�ÅY³]¼�¿7³<Å
Ã ½¹À+ºÌ¿]Ó�.µ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½XÃ�Â~¿�½¹Á�Å�¸�³<¿cÖ�¸�Â�Â{Ý"³�Ç Ã�Â�Á�Ã�Ý�Â»³�¸�¼w¶Y·¹À ÇE¸�ÅY¸»¼YÆ%ÆVÁY¸ÈÅYÃ�¼�Ä]³�ÐÚÀ+·�ÐÚÁ�½7ÁY·¹³�Ö&À+·¹Ë~ÕÃ+¼�Åá¼Y³]ÖM¸�¼EÇ+³É¿�½¹¸»Æ¾Ã ½7¸�À+¼{¿ÌÀ�Ð´ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³S¶�²YÀ�½¹À+¸�À+¼Y¸�Û<Ã�½7¸�À+¼áºÌÃf× ¿7ÀEÀ+¼ç¿I½¹Ã�·7½Ê¸�¼?½7²�³Ä]À+ÂÈÅØÃ ½7ÀVºÌ¿�Æ+·¹À+ÁY¶s¸�¼Øãc¸È¿7Ã|² ÷ ´ Ó���¼s½7²Y³k³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½XÃ�Â�¿7¸�ÅY³+Õ"¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÁYÂÈÃ�·�Ä]Ã�·¹³%¿I²�À+ÁYÂÈÅÝ"³S½XÃ�Ë+³<¼?¸»¼AÀ+·XÅ�³]·Ì½¹À\³<¼�¿IÁ�·7³�¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½ÊÀVÝ�¿7³]·¹ÇfÃ�½7¸�À+¼ ½7¸�ºt³<¿<Óé��¼á½¹²Y³�³]µE¶"³]·¹¸�ºÒ³<¼¾½¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºt³<Å�ÝE×8Þ�¸ÈÃ�ºt¶Y¸�¼Y¸æ34+���)Û�³² ð ´ Õ�½7²Y³Ê¸»ÀV¼�¿%Ö&³]·¹³Ò¶�·7À�Å�Á�Ä]³<Å�Ö�¸»½7²HÃs¶YÁYÂÈ¿I³ÉÅ8¶Y²YÀ+Î½¹À+¸�À+¼Y¸�Û<Ã�½7¸�À+¼ØÂÈÃ+¿7³]·�Å�³]½7ÁY¼�³<Å�Ã+Ý{À ÇV³Ï½7²Y·¹³<¿7²YÀVÂ�ÅØÝE×Ù½�×E¶Y¸�Ä<Ã�Â�Â»×

∆E/h ≈ 100
ôÏ
�Û�Ó���³]Î



ñ�� � �Ríjê"ð4�Øï"�(ñ í;ê
�T�mê"î�înñ �Úð"ï"�%�(ñ í;ê ý��
ºt³<º®Ý"³]·¹¸»¼YÆw½7²�Ã�½�½7²�³´ºÌÃ+¿¹¿

me
À+Ð�½7²Y³k³]Â�³<ÄT½¹·7ÀV¼s¸�¿�º®Á�ÄX²S¿7ºÌÃ�Â�Â»³<·�½7²{Ã�¼s½7²�³´ºÌÃ+¿¹¿�À�Ð½¹²Y³%¸�À+¼

mi
Õ�½7²�³%³]Â�³<ÄT½¹·7ÀV¼
ÃVÄ]Ñ¾ÁY¸�·7³É¿�ÃkÇV³]Â�À�ÄF¸»½�×wÀ�Ð£À+·XÅ�³]·

ve =

√

2∆E

me
≈ 104 ºô- ¿ . ñ ï�Ó ò+ïVó

Ô�¿7¿7ÁYºt¸�¼YÆt½7²�Ã�½�½7²Y³%¸�À+¼
¸È¿�æIÅY·7³É¿7¿7³<Å¾è�Ý¾×ÙÃÌÄFÂ�À+Á�ÅÙÀ�Ð ∼ 50
Ã�½7À+ºÌ¿<ÕY¸»½�Ö�ÀVÁYÂ�ÅÙ·¹³<ÄFÀV¸»Â�¸�¼½¹²Y³%À+¶�¶{À¾¿I¸»½7³´Å�¸�·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼ÙÖ�¸»½7²

vi =
1

50

me

mi
ve ≈ 2 × 10−3 ºô-�¿ . ñ ï�Ó ò�z¾ó

ö�À+·
Ã�½�×¾¶�¸�Ä<Ã�Â�Ä]À+¼�ÅY³]¼�¿¹Ã ½¹³S¿I¸�Û]³ØÀ+Ð
5µ
º
Õ&½¹²Y¸�¿ÙÖ&À+ÁYÂÈÅ ·7³É¿IÁYÂ»½w¸�¼AÃ�½7·XÃ�¼�¿7¸»½w½7¸�ºt³SÀ�ÐÃ+Ý{ÀVÁ�½

0.5
¼{¿ÒÐÚÀ+·t½7²�³S³]Â�³<ÄF½7·¹À+¼áÃ�¼�Å

2.5
ºÌ¿tÐÚÀV·t½7²Y³S¸�À+¼�ÓA��²Y³S¶YÁ�Â�¿7³<Å ÂÈÃ+¿7³]·Ìºt¸»ÆV²¾½Ý"³s·7³<¶YÂÈÃ+ÄF³ÉÅHÝE×âÃGÄ]À+¼¾½7¸�¼EÁYÀ+Á{¿®ÀV¼Y³+Õ�Ã+Â»Â�À Ö�¸�¼YÆØÐÚÀ+·ÌÃGº®Á�ÄX² ¿IºÌÃ+Â»Â�³]·tÅ�³F½¹ÁY¼Y¸�¼YÆGÐÚ·7ÀVº½¹²Y³ÏÃ ½7ÀVºt¸�Ä�½¹²Y·¹³<¿7²YÀ+ÂÈÅ�Õ

∆E/h ≈ 1
àS
�Û+ÕEÃ+¼�Åw¿7ºÌÃ�Â�Â»³<·�Å�¸È¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½¹¸»ÀV¼ÌË¾¸�¼Y³]½7¸ÈÄ�³]¼�³]·¹Æ+¸�³<¿<Ó��Â»³ÉÄT½7·¹¸ÈÄc¿�½¹·¹Ãf×�Í�³]ÂÈÅY¿*Ã+·7³.¼YÀV¼Y³F½¹²Y³]Â�³<¿¹¿~¼YÀV·7ºÌÃ�Â�Â�×�¶Y·¹³<¿7³]¼¾½�¸»¼{¿I¸ÈÅ�³.½¹²Y³.Ç Ã+ÄFÁ�ÁYº�ÄX²{Ã�º®Ý"³]·ÉÕÃ+¼�ÅÌºt¸�Æ+²¾½&Å�·XÃ+¿I½7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×k¿7²YÀV·I½¹³]¼t½7²�³�ÀVÝ�¿I³<·7Ç Ã�½7¸�À+¼Ò½7¸�ºt³<¿�¸»¼�ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼¾½7Â�×ÌÀ�Ð~½7²Y³�¸�¼Y¸�½¹¸�Ã+Â¿7¶"³]³<Å*åcÃ´½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â{Í{³]ÂÈÅÊÀ+Ð

1
õ_- ÄFº Ã+¶Y¶YÂ�¸»³ÉÅw½¹ÀÒÃ+¼Ê¸�À+¼Ù¸»¼Y¸»½7¸ÈÃ�Â�Â�×ÊÃ ½�·7³É¿�½�Ö&À+ÁYÂÈÅÊÃ+Â»·¹³<ÃVÅ�×Â�¸�ºÒ¸»½c¸»½¹¿�½7·XÃ�¼�¿7¸»½�½¹¸»ºt³&½7À

300
¼�¿TÓcÞ&Ã�·¹³FÐÚÁ�ÂEÄ]À+¼¾½7·¹À+Â¾À�Ð"³]Â�³<ÄF½7·¹¸�Ä&¿�½¹·¹Ãf×�Í�³<Â�Å�¿£ÅYÀ Ö�¼´½7À�½7²�³¶�·7³É¿I³<¼V½�æ7¿�½XÃ ½¹³�À+Ð�½¹²Y³%Ã�·7½�èÏÂ»¸�ºt¸�½�À+Ð£Ã�Ý"À+ÁY½

1
º�õ_- Ä]ºNÄFÀVÁYÂ�ÅÙ¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I³�½7²Y³%¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼½¹¸»ºt³�½¹À´Ã�Ý"À+Á�½

10µ
¿FÕ¾Ã�½7¸�ºt³�¿7Ä<Ã�Â�³�½7²�Ã�½c¸�¿c¿I½7¸�Â�ÂY·7³<Â�Ã�½7¸�Ç+³<Â»×®¿7²YÀV·I½cÄFÀVºt¶�Ã�·¹³<Å®½7ÀÏ½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+ÂÀVÝ�¿7³]·¹ÇfÃ�½7¸�À+¼Ù½7¸�ºt³<¿<ÓÔ Ç+³]·¹×Ø¸�¼V½¹³]·¹³<¿I½7¸�¼YÆØ¶Y·¹À+¶"ÀV¿7¸�½¹¸»ÀV¼c²�ò+î ´ ¸�¿%½7²Y³w¶"ÀV¿¹¿7¸»ÝY¸�Â�¸�½�×GÀ�Ð�·7³<¶YÂ�ÃVÄF¸�¼YÆs¸»ÀV¼�¿ÏÖ�¸»½7²��×EÅYÝ{³<·7ÆáÃ ½¹À+ºÌ¿]Õ�¸ Ó ³+Ó�Ã�½7À+ºt¸ÈÄ�¿I½¹Ã�½7³<¿sÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½¹³]·¹¸»Û<³<Å ÝE×?Â�Ã+·7ÆV³S¶Y·¹¸»¼�Ä]¸»¶{Ã�Â%Ñ¾Á�Ã�¼¾½7Á�º¼EÁYºkÝ{³<·¹¿

n

ñ
40 . n . 80

óFÓ�Ô�¼SÃ�Â�ËfÃ+Â»¸�Ã ½7ÀVºN¸�¼S¿IÁ{ÄX²sÃÌ¿I½¹Ã�½7³%¸È¿�³<Â»³ÉÄT½7·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×w¼Y³]ÁY½7·XÃ�ÂÃ+¼�Å
½7²�³]·¹³FÐÚÀ+·¹³%¸»½�¸�¿�¼YÀ�½�Ã+Ä]Ä]³]Â�³]·XÃ ½¹³<ÅÙÝ¾×Ù½7²�³®¿�½¹·¹Ãf×ÊÍ�³]ÂÈÅY¿�¶Y·7³É¿I³<¼¾½�¸»¼s½¹²Y³®Ä]ÃfÇE¸»½�×+ÕYÝ�Á�½ÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸»Û<³<ÅGÝE×�ÃØ²EÁYÆV³wÅ�¸�¶{ÀVÂ»³wºtÀVºÒ³<¼¾½<Õ
d ≈ eaon

2 Õ.¿I¸�¼�Ä]³w¸�½X¿´Ç Ã�Â�³]¼{ÄF³w³<Â»³ÉÄT½7·¹À+¼¿7¸»½¹¿�À+¼ÊÃ´Ñ¾Á�ÃV¿I¸»Î�ÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+Â Õ+Ä]¸»·XÄFÁ�Â�Ã+·c½7·XÃ"±�³ÉÄT½¹À+·¹×®Ö�¸»½7²wÇV³]·¹×kÂÈÃ�·¹Æ+³�·XÃ+ÅY¸»Á�¿<Ó�ò?¸�½¹²ÊÄ]Ã+·7³]ÐÚÁYÂ³]µYÄF¸»½¹Ã ½¹¸»ÀV¼HÀ�Ð�ÃSÄ]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³VÕ£Ã�¿IºÌÃ�Â�Â�¼EÁYºkÝ{³<·®À+Ð�Ã�½7ÀVºt¿kÄFÀVÁYÂ�Å8Ý"³Ê¶�·7ÀVºÒÀ+½7³ÉÅ�½¹À�ÃÅY³FÍ�¼Y¸»½7³Ø��×�Å�Ý"³]·¹ÆG¿I½¹Ã�½7³VÕ�Ã�¼�Å5Ã�¼5³FµE½7³<·7¼�Ã+Â&Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼¾½®Í�³<Â�Å5ÄFÀ+Á�Â�Å\³<Ã+¿7¸�Â»×8Ë+³<³]¶5³<Ã+ÄX²ÅY¸»¶"À+Â�³®Ã�Â�¸�Æ+¼Y³ÉÅwÐÚÀV·�½7¸�ºt³<¿�Â�À+¼�ÆÒ³<¼YÀ+Á�Æ+²
½7ÀwÃ+Â»Â�À Öç½¹²Y³%ÐÚÀ+·¹ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼
Ã+¼�Å
À+Ý�¿7³]·¹Ç Ã ½7¸�À+¼
À�Ð¿I½7·¹Á�ÄF½7ÁY·¹³<¿�¿7¸»ºt¸�Â�Ã+·�½7ÀÒ½7²�³%À+¼Y³É¿�Å�¸�¿¹ÄFÁ{¿7¿7³<ÅÙ¸»¼
½¹²Y¸�¿�Þ�²�Ã�¶�½¹³]·ÉÓ
ò�³tºÌÃf×Ø½7·¹×Ø½7Às³É¿�½¹¸»ºÌÃ ½¹³tÀ�Ð�½¹²Y³t³FµYÄF³É¿7¿�¼EÁYºkÝ{³<·%À�Ð&Ã�½7ÀVºt¿%Ã+·7ÀVÁY¼�ÅGÃÙ��×�Å�Ý"³]·¹ÆÃ�½7ÀVºJÃ+Â»ÀV¼YÆÏ½7²Y³�¿7Ã+ºt³�Â»¸�¼Y³É¿cÀ�Ð�·¹³<ÃV¿IÀV¼Y¸»¼�ÆÏ½7²�Ã�½�Â»³ÉÅt½7À®��Ñ"Ó ñ ïYÓ W ð+óFÓ�Ô ¿I¸�¼YÆVÂ»³���×�Å�Ý"³]·¹ÆÃ�½7ÀVº Ä]·7³ÉÃ ½¹³<¿�¸�¼S½¹²Y³kÐqÃ�·�Í{³]ÂÈÅ

r � d/e
Ã�¼�³]Â�³<ÄT½¹·7À¾¿�½XÃ ½¹¸�ÄÏÍ{³]ÂÈÅ E ç(è = d/4πε0r

3
ñ Ö&³¼�³]Æ+Â�³<ÄF½�ÐÚÀV·�¿7¸�ºÒ¶�Â»¸ÈÄF¸»½�×s½7²Y³

l = 2
Ã�¼YÆVÁYÂÈÃ�·�ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼�ÄF³fó�Ã�¼�Å�Æ+¸�Ç+³<¿�Ã�¼G³]¼Y³<·7ÆV×
¿7²Y¸»Ðø½³ÉÑ¾Á�Ã�Â~½¹À

V (r) = −α̃ e
2
0a

2
0n

4

2r6
.

ñ ï�Ó òVò+ó
��ÑVÁ{Ã ½7¸�¼YÆ8¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ã�¼�Å5ËE¸»¼�³F½7¸ÈÄÙ³]¼Y³<·7ÆV¸»³É¿ÒÃ+Â»Â�À Ö�¿®½7ÀGÍ�¼�Å ÃGÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½¹³]·¹¸�¿I½7¸ÈÄwÂ�³]¼YÆ+½7²
β ì����Zí Õ

β ì����?í = a0n

(

α̃

a3
0

m

me

)1/4

.
ñ ï�Ó ò+ðVó

	&× Ã�¼�Ã+Â»ÀVÆ+×8Ö�¸�½¹²?��Ñ"Ó ñ ï�Ó W ð�óTÕ�Ö&³
Ö&À+Á�Â�Å5³<¿I½7¸�ºÌÃ ½7³s½¹²Y³Ø³FµYÄ]³<¿¹¿t¼¾Á�º®Ý"³]·ÌÀ�Ð%Ã ½¹À+ºÌ¿½¹·¹Ã+¶Y¶"³<Å
ÝE×Ì½7²Y³´��×EÅYÝ{³<·7ÆÌÃ ½¹À+º±½¹ÀÌÝ{³%·¹À+Á�Æ+²YÂ�×ÌÆ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×
|∆N | ∼ β ì����Zí

β6
∼ n

(

α̃

2a3
0C6

)1/4

,
ñ ï�Ó ò¾÷�ó



ýN� �më%�9ëÚñ ð�Ý�ìàí�Ý1�6ì�ëÚñ �Z�Õí�é¶ñ í;ê
��ñ êÓ�9ë»í��¸ñ ð§êÅ�;�)�
½¹²�Ã ½s×E¸»³<Â�ÅY¿ |∆N | ∼ n/2

¸»¼A½7²Y³HÄ<Ã+¿7³�À�Ðk·7ÁYÝ�¸�Å�¸�ÁYºsÓ[�E¸�¼�Ä]³G¶Y·¹¸�¼�ÄF¸�¶�Ã�ÂÏÑ¾Á�Ã�¼¾½¹ÁYº¼EÁYºkÝ{³<·¹¿ÏÃ+¿�²Y¸�Æ+²�Ã+¿
n = 80

Ä]Ã+¼�Ý"³t·7³ÉÃ+¿7À+¼�Ã+ÝYÂ»×
À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅ�Õ�½7²�³Ò¶�·7³É¿I³<¼V½ÏÃ�·¹Æ+ÁYºt³<¼V½Ö&À+ÁYÂÈÅw¸�ºt¶YÂ�×w½7²{Ã ½�½7²Y³É¿I³%¿I½7·¹Á�ÄT½¹ÁY·¹³<¿�ºÌÃf×Ì²�ÃfÇ+³Ï¿7¸»Û<³<¿�¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·�½¹ÀÒ½7²Y³ÏÀ+¼�³<¿&Æ+³<¼Y³]·XÃ ½¹³<ÅÝE×k¿I½¹Ã�½7¸ÈÄ�¸»ÀV¼�¿<Ó£��À+¼Y³]½7²Y³<Â»³É¿7¿<Õ ½7²�³�ÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³<·7¸È¿�½¹¸�Ä�Â�³]¼YÆ+½7²
β ì����?í ¸È¿cÄFÀVºÒ¶{Ã�·XÃ�ÝYÂ�³&½7ÀÏ½7²�³Å�¸�¶"À+Â�³%ºÒÀVºt³]¼¾½

d ≈ eaon
2 Ã�¼{ÅÊ½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³�½¹²Y³%·7³É¿IÁ�Â�½�Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×w��Ñ{Ó ñ ïYÓ�òV÷�ó�Å�ÀE³<¿�¼YÀ+½Ã+¶Y¶{³ÉÃ�·Ï·¹³]Â�¸�Ã+ÝYÂ»³VÕ*¿I¸�¼�Ä]³Ò¸»½%ºÌÃ�Ë+³É¿�Á�¿I³ÒÀ�Ð�½7²Y³Ì¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â ñ ïYÓ�ò+ò�ó�Ã ½´Å�¸È¿I½¹Ã�¼{ÄF³<¿�ÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³¸»½¹¿.·XÃ�¼�Æ+³�À�Ð~Ç Ã�Â�¸�Å�¸»½�×+Ó�Ô?ºtÀ+·¹³�Ã+Ä<ÄFÁY·XÃ ½¹³&³É¿�½¹¸»ºÌÃ�½7³�¿7²YÀ+ÁYÂÈÅk½¹Ã+Ë+³�¸»¼¾½¹À´Ã+Ä]Ä]À+ÁY¼¾½.½¹²Y³�ÐqÃ+ÄF½½¹²�Ã ½%Ã ½%Å�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³<¿

r . d/e
½7²Y³tÅ�¸�¶{ÀVÂ»³Ò¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�ß{Ã�½I½7³<¼�¿<Õ�¸ Ó ³+Ó

V (r) ∼ 1/(r + R)6Ö�²Y³<·7³
R
¸È¿ÒÃS¿IÁ�¸�½XÃ�ÝYÂ�³ÙÄ]Á�½7À+Ü À+Ð�À+·XÅ�³]·®½7²Y³
¿I¸�Û]³ÙÀ�Ð�½7²�³ÙÅ�¸�¶{ÀVÂ»³VÕ

d/e
Ó���²�³ÙÅ�³<³]¶"³]·ÁY¼{Å�³]·X¿�½XÃ�¼�ÅY¸»¼YÆÒÀ�Ð�½7²Y³Ï¶Y·¹À+ÝYÂ�³]º±Ö&À+Á�Â�ÅÌ¸�¼EÇ+ÀVÂ»ÇV³�½7²�³Ï¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ÊÀ�Ð�½7²Y³´ô�ã ³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼Ê¸�¼½¹²Y³t¶Y·7³É¿I³<¼�ÄF³ÒÀ�Ð�ÃsÅ�¸»¶"À+Â�³t¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Õ�Ö�²Y¸�ÄX²�¸È¿%ÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³]·¹¸�Û]³<ÅSÝ¾×GÃ�¼
l = 2

Ã+¼YÆ+Á�Â�Ã+·¿7×EºÒºt³]½7·¹×+Ó�.µ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿�¸�¼´½¹²Y¸È¿£ÅY¸»·¹³<ÄF½7¸�À+¼kÃ+·7³�¶YÂÈÃ�¼Y¼Y³ÉÅ%¸�¼´½7²�³�Ä]Â»À¾¿I³cÐÚÁ�½7ÁY·¹³�ÝE×�½¹²Y³��¾½7Á�½7½7Æ¾Ã�·7½ÆV·7ÀVÁY¶w²�ò+î ´ Ã+¼�Å´Ö�¸�Â�Â�¿IÁ�·7³<Â»×%¶Y·¹À ÇE¸�ÅY³�Á�¿7³FÐÚÁYÂ�¸»¼�¿7¸�Æ+²¾½¹¿£¸�¼V½¹À�½¹²Y¸È¿.¼Y³]Ö Ã�¼�Å®³FµYÄF¸»½7¸�¼YÆ�Í�³<Â�Å�Ó
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��¼âÃÙ½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅG½�Ö�À+Î-Ä]À+ºt¶{ÀV¼Y³]¼¾½%öY³<·7ºt¸cÆ¾Ã+¿Ï¸�¼�¸»½¹¿´¼YÀ+·¹ºÌÃ�Âc¿I½¹Ã ½¹³+Õ£ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�¿%Ã�·¹³t¶Y·¹³FÎÅY¸�ÄF½7³<ÅA½7À5Ý{³�·XÃ�·¹³GÃ ½
Ý{À+½7²�Â»À ÖUÃ+¼�Å?²Y¸�Æ+²A½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿<Óþò?²�³]¼
T � T ó ½¹²Y³ö�³]·¹ºt¸"¿7¶Y²Y³<·7³�¸È¿�Ä]À+ºt¶YÂ�³F½¹³]Â�×®Í�Â�Â�³<ÅwÃ+¼�ÅÌÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼�¿cÃ+·7³�¿7ÁY¶Y¶�·7³É¿7¿7³<ÅÌÅ�Á�³�½7À®½7²Y³�ÂÈÃ+ÄXËÒÀ�ÐÃfÇ Ã+¸»ÂÈÃ�ÝYÂ�³%Í�¼{Ã�Â�¿�½XÃ ½7³É¿ ñ ¿IÀ+Î-Ä<Ã�Â�Â»³ÉÅØöY³]·¹ºt¸�Ý�Â»À�ÄXËE¸»¼�Æ¾óTÓ���¼Ø½7²Y³k²Y¸�Æ+²Ø½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³´Â�¸»ºt¸»½

T � T ó ÕE½�Ö&À�Î-Ý"ÀEÅY×w³]¼�Ä]À+ÁY¼¾½¹³]·X¿�Ý"³<Ä]À+ºt³Ï³FµYÄF³<³<Å�¸�¼YÆ+Â�×w·XÃ�·¹³�¿7¸»¼{ÄF³�½7²Y³´ÅY³]¼�¿7¸�½�×ÌÀ+Ð�½¹²Y³Æ¾Ã+¿�Å�·¹À+¶�¿�Â�¸�Ë+³
T−3/2 Ó£��¼kÝ"À�½¹²®½¹²Y³<¿7³�ÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿£½7²�³&Æ¾Ã+¿£¸È¿�Ö�²�Ã ½.¸È¿�·7³]ÐÚ³]·¹·7³ÉÅ%½7À%ÃV¿�¸»¼½¹²Y³tÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼YÂ�³<¿¹¿�·¹³]Æ+¸�ºt³+Ó�ò?²Y³]¼GÖ�³ÉÃ�ËEÂ�×Ù¶"³]·7½7ÁY·¹Ý"³<ÅØÐÚ·¹À+º ¸»½¹¿�³<Ñ¾ÁY¸�Â�¸»ÝY·¹¸�ÁYº ¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼½¹²Y³k½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅSÄ]Â»ÀVÁ�ÅØÁY¼{Å�³]·¹Æ+ÀE³<¿�ÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³®À¾¿7Ä]¸»Â�ÂÈÃ ½7¸�À+¼{¿�Ö�²YÀ¾¿I³%ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿�Ã�·¹³®¿7ÁYºÌ¿À+Ð£¸�¼¾½7³<Æ+³]·�ºkÁYÂ»½7¸�¶YÂ»³É¿�À�Ð£½7²Y³Ï½¹·¹Ã+¶ÊÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿<Óõ.³<·7×?²�¸»ÆV²çÆVÃV¿ÙÅ�³<¼�¿7¸�½¹¸»³É¿]Õ�À+·s¿�½¹·7ÀV¼YÆâ¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿
¿7Á�ÄX² ÃV¿w½¹²Y³GÀV¼Y³<¿Ù¸�¼�Å�Á�Ä]³<ÅÝE×áöY³É¿I²EÝ�ÃVÄX²5·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿]Õ&ºÌÃf×\ÄX²�Ã+¼YÆ+³s½¹²Y¸�¿w¶Y¸�ÄF½7ÁY·¹³�Ã+¼�ÅáÃ�Â�Â»À ÖNÐÚÀ+· ñ ÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ<óÒ²E×¾ÎÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄØ³]Ü"³ÉÄT½¹¿Ù¸�¼?½7²Y³G¸»¼¾½¹³]·¹ºÒ³ÉÅ�¸ÈÃ ½7³�·7³<Æ+¸�ºÒ³�Ö�²Y³]·¹³

T ≈ T ó Óé��¼AÃ+ÅYÅY¸�½¹¸»ÀV¼*Õ½�Ö&À�Î�ÄFÀVºt¶{ÀV¼Y³]¼¾½®öY³<·7ºt¸�ÆVÃ+¿7³<¿Ï¸�¼8½7²�³ÙÄF·¹ÀV¿¹¿ÏÀ Ç+³<·%·7³<Æ+¸�ºt³wÃ�·¹³Ì¶Y·7³ÉÅ�¸ÈÄT½7³ÉÅ�½7ÀSÝ"³<Ä]À+ºt³¿7ÁY¶"³]·7ß�ÁY¸ÈÅØÖ�²Y³<¼
T . 0.3T ó Õ"Ã+¼�Ås¸»¼S½7²Y¸È¿�Ä<Ã+¿7³%½7²�³kÅ�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ]¿�²�Ã+¿�½7ÀwÝ"³kÅY³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<ÅÝE×s¿IÁ�¶{³<·Iß�Á�¸�Å
²E×�Å�·7À�Å�×E¼�Ã+ºt¸�Ä<¿]Ó�ôÏÃV¿I³É¿�ÁY¼�Å�³<·�Å�³<³]¶Ø²E×�Å�·7À�Å�×E¼�Ã+ºt¸�ÄÏÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿�Ã�ÂÈ¿IÀ¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºUÁY¼{ÅYÃ�ºt¶"³<Å�ÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼�¿<Õ"Ý�Á�½®Ã ½´Å�³]Í�¼Y¸»½7³tÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF¸�³<¿�½7²�Ã�½®Ã�·¹³Ò¿7À+ºt³<Ö�²�Ã ½¿7ºÌÃ�Â�Â»³<·�½¹²�Ã�¼�½7²Y³ÒÀ+¼�³<¿�ÐÚÀ+ÁY¼�Å�¸»¼�½7²Y³tÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼YÂ�³<¿¹¿�·¹³]ÆV¸»ºt³VÓ�ÔJÄ]Ã+·7³]ÐÚÁYÂ£Ã+¼�ÅS¿7×�¿�½¹³]ºÒÎÃ�½7¸ÈÄk¿I½7Á{Å�×sÀ�Ð.½7²�³kÂ�À Ö�Î(³<¼Y³]·¹Æ+×
¿I¶"³<ÄF½7·¹ÁYºUÄ]Ã+¼SÆ+¸�Ç+³®¸»ºt¶"À+·7½¹Ã�¼¾½�¸»¼�ÐÚÀV·7ºÌÃ�½7¸�À+¼�¿�À+¼Ø½¹²Y³ÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä<¿�Ã�¼{Åw½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â*ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼Ê½¹¸»ºt³É¿�¸»¼
½7²�³%ÆVÃ+¿<Ó��Á�·�ºtÀ�½¹¸»Ç Ã�½7¸�À+¼wÐÚÀV·&½7²Y³ÏÖ&À+·¹ËÒ¶�·7³É¿I³<¼V½¹³<ÅÌ¸�¼Ù½7²Y¸È¿�Þ�²�Ã�¶�½¹³]·�Ö�Ã+¿�½7·¹¸»ÆVÆ+³]·¹³<ÅwÝ¾×Ò½¹²Y³¶�ÁYÝYÂ�¸�Ä<Ã ½7¸�À+¼\À�Ð�ºt³<Ã+¿7ÁY·¹³]ºt³]¼¾½X¿´ÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³<·7¸�Û]¸�¼YÆ
½7²Y³
ÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³Ì³FµYÄ]¸�½XÃ ½7¸�À+¼HºtÀ�Å�³É¿´À�Ð¿I½7·¹À+¼�Æ+Â�×VÎ-¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ 6 �*¸cÃ ½¹À+ºÌ¿�¸»¼8Ã
ÄF¸�ÆVÃ�·7Î�¿I²�Ã+¶{³ÉÅs½7·XÃ�¶�Ã+¿%ÃÊÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼�À�Ð�¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄTÎ½¹¸»ÀV¼S¿�½¹·7³<¼YÆ�½¹²
Ã+¼�ÅÙ½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³�² W ��Õ W y ´ Óc��¼
½¹²Y³´Ö&³<Ã�ËÙÄFÀ+¼YÍ�¼Y³]ºt³<¼V½�ÅY¸»·¹³<ÄF½7¸�À+¼*ÕE½¹²Y³ºt³ÉÃ+¿7ÁY·7³ÉÅwÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿&ÐÚÀV·&½7²Y³´Ã�µE¸ÈÃ�Â ñ Ñ¾Á�Ã+Å�·¹ÁY¶"À+Â�³Éó�ºtÀ�Å�³%Ã�·¹³�ÇV³]·¹×wÄFÂ�ÀV¿7³�½¹Àt½7²Y³Ï²E×¾ÎÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ´Ç Ã+Â»ÁY³VÕ{¸�¼�Ã+Æ+·¹³]³]ºt³<¼V½�Ö�¸�½¹²Ø½7²Y³<À+·¹³F½¹¸�Ä<Ã�Â�¶�·7³ÉÅ�¸�ÄF½7¸�À+¼�¿<Ó�	&×sÄFÀV¼V½¹·¹ÃV¿�½ÉÕY½¹²Y³·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿�ÐÚÀV·�½7²Y³�Ý�·7³ÉÃ ½7²�¸»¼YÆÏºtÀ�Å�³�¸�¼k½¹²Y³�½7¸�Æ+²¾½¹Â»×ÒÄFÀ+¼YÍ�¼Y³<ÅÒ·XÃ+Å�¸ÈÃ�ÂE¶YÂÈÃ�¼�³�Ã�·¹³�¿7À+ºt³<Ö�²�Ã ½¿7ÁY·¹¶Y·¹¸�¿7¸»¼�Æ�å�½7²Y³Ìºt³ÉÃ+¿7ÁY·7³ÉÅSÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿%Ã+Æ+·¹³]³ÒÖ�¸�½¹²�½7²Y³Ì³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼SÐÚÀV·Ï½7²Y³Ì²E×�Å�·¹À�ÎÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä�Â»¸�ºt¸�½&³]Ç+³<¼t½7²YÀVÁYÆ+²Ì¸»½�¸È¿c¶�·7³ÉÅ�¸�ÄF½7³ÉÅÒ½7²�Ã�½c½7²Y³�½�×E¶Y¸�Ä<Ã�Â�Ä]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼t½7¸�ºÒ³É¿�¿7²YÀ+Á�Â�Å¼�À�½&Ã+Â»Â�À Ö ½7²Y³�¿I×�¿I½7³<º;½¹À´·¹³<Ã+ÄX²ÌÂ�À�Ä]Ã+ÂY½7²�³]·¹ºÒÀ�Å�×E¼�Ã+ºt¸�Ä�³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�ÝY·7¸�ÁYºü¸�¼Ì½7²Y³�¶{³<·7¸�À�ÅÌÀ�ÐÃt¿7¸»¼�Æ+Â�³�À¾¿7Ä]¸»Â�ÂÈÃ ½7¸�À+¼ ñ Ã+¿�Ö&³ÏÖ�¸»Â�Â*¿7³]³�¸»¼
½7²�³�ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸�¼YÆ�Õ¾½7²�¸�¿�¸È¿�ÃÒ¼Y³<Ä]³<¿¹¿7Ã+·7×ÌÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼



ýNè ��í��6� �Vð�ëÚñ %
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�
ñ ê¸ëµì��sÝsÝ1�Vî�ñ ê9ëN��ìò�"ðµëÚñ ê"Ü'&4��ìÁ��ñ�Üs�"�%�Z�
½¹ÀÒÀVÝ�¿7³]·¹Ç+³�²¾×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ�Ý"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·TóTÓ��¼�ÀV·¹ÅY³]·�½¹ÀÙÄFÀVºt³kÄFÂ�ÀV¿7³]·�½7Àw½¹²Y³t¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ØÀ�Ð.½¹²Y¸�¿�¶YÁ�Û]Û]Â�³+Õ"Ö&³®¸�¼¾ÇV³<¿I½7¸�ÆVÃ�½7³´¸�¼Ø½7²�³ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸»¼�Æs½7²Y³Ù¶Y·7ÀVÝYÂ�³]ºëÀ�Ð�Í�¼�Å�¸�¼YÆ�½7²Y³ÊÐÚ·7³ÉÑVÁ�³]¼�Ä]×�Ã+¼�ÅHÃ ½7½7³]¼EÁ�Ã�½7¸�À+¼HÀ+Ð�Â»À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV×Ä]À+Â�Â»³ÉÄT½7¸�Ç+³�ºtÀ�Å�³<¿�¸�¼
Ã+¼Ê¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆk½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅÊ½�Ö�À+Î-Ä]À+ºt¶"À+¼Y³<¼V½�öY³<·7ºt¸~ÆVÃV¿�Ã+¿�ÃkÐÚÁY¼�ÄTÎ½¹¸»ÀV¼ØÀ�Ð�½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³®Ã�¼�Ås¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼Ø¿I½7·¹³]¼YÆ+½7²*Ó
ò�³®¿7²YÀ Ö�¸»¼�ÅY³]³<ÅØ½7²�Ã�½<Õ"ÁY¼�Å�³<·�½7²�³³]µE¶"³]·¹¸�ºÒ³<¼¾½¹Ã�Â&ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿®·7³<¶{ÀV·I½¹³<Å8¸�¼ ² W ��Õ W y ´ Õ�½7²Y³ÙÆVÃV¿´¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºÒ¸�¼YÆS·XÃ+ÅY¸�Ã+Â�¿I²{Ã�¶"³À¾¿7Ä]¸»Â�Â�Ã�½7¸�À+¼�¿�¿I²YÀVÁYÂÈÅs¼Y³]ÇV³]·�Ý"³®Ã+ÝYÂ»³®½7Àw³<¼¾½7³]·�½7²Y³ÒÅ�³]³<¶Ø²E×EÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ%·¹³]ÆV¸»ºt³+Õ{³]ÇV³]¼¸�¼Ò½7²Y³�Ä<Ã+¿7³�À+Ð"ÁY¼�¸�½XÃ�·¹¸�½�×´Â�¸�ºÒ¸»½7³ÉÅt¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼

(k ó |a|)−1 � 1
Õ+Ã+¼�Åt¿I²YÀVÁYÂÈÅ®Â�¸»³�Ã�½.ºÒÀ¾¿�½¸�¼ØÃ�¼
¸»¼¾½7³<·7ºt³ÉÅ�¸�Ã�½7³Ï·¹³]Æ+¸�À+¼ÙÝ{³]½�Ö�³<³]¼
½7²�³´ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼YÂ�³<¿¹¿&Ã+¼�ÅÙ²¾×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ�Â»¸�ºt¸�½X¿]Ó��²Y³´Å�³]½¹Ã+¸»Â�³<Å
¶YÂÈÃ�¼
À�Ð£½7²Y³kÞ�²{Ã�¶�½¹³]·�¸È¿�Ã+¿&ÐÚÀ+Â�Â�À Ö�¿]Ó��¼â½¹²Y³
¼Y³FµE½w�E³<ÄF½7¸�À+¼\Ö&³ÊÝ�·7¸�³Fß�×H·¹³<Ä<Ã�Â�Âc½¹²Y³ØÅ�³]·¹¸»Ç Ã�½7¸�À+¼âÀ+Ð�½7²Y³sÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³FÎ-ºtÀ�Å�³¿7¶{³ÉÄT½¹·7ÁYº¬ÐÚÀV·�ÃÌ¼�À+¼�Î-¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»¼�ÆwÆVÃV¿�¸�¼SÝ{À+½7²�½7²Y³ÒÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼YÂ�³<¿¹¿�Ã�¼{Ås²¾×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ·¹³]ÆV¸»ºt³<¿<Ó���²�¸�¿�²�Ã+¿�½7²�³k¿7À+Â�³®¶YÁY·¹¶"ÀV¿7³®À�Ðc¸�¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF¸�¼YÆÌ½¹²Y³Ò·7³ÉÃ+Å�³<·�½7ÀÊ½7²Y³k½7ÀV¶Y¸ÈÄ�å�½7²�³ºÌÃ ½¹³]·¹¸�Ã+Â�ÄFÀV¼V½XÃ�¸�¼Y³<Å�½¹²Y³]·¹³]¸�¼Ï¸�¿�¼YÀ�½*ÀV·7¸�Æ+¸�¼�Ã�Â�Ã+¼�ÅÏÄ]Ã+¼�Ý"³.ÐÚÀVÁY¼�ÅÏ¸�¼Ï¿I½¹Ã+¼�ÅYÃ+·¹Å�½7³]µE½7Ý"À¾ÀVË�¿Ã+¼�ÅÊ·¹³]ÇE¸�³]Ö�¿�²�ò�ï�Õ"ò"zYÕsz ´ Ó��¼H�E³<Ä+Ó$z{Ó îÊÖ&³®Í�·X¿I½�¸�¼¾½7·¹ÀEÅYÁ�ÄF³®½7²Y³tÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×ØÃ�¼�Å�ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ�½7¸�À+¼S·XÃ ½¹³®À�Ð�ÃÆ¾Ã+¿Ï½¹²Y·7ÀVÁYÆ+²8½¹²Y³ÊÂ�¸�¼Y³<Ã+·7¸�Û<Ã�½7¸�À+¼HÀ�Ð�½¹²Y³
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½¹²YÀV¿7³ÏÀ�Ð£ÃÒºtÀ�Å�³]Â�ÝE×wã�³ÉÅ�·7¸34+°��)Û�æ² ò+ð ´ Õ�Í�¼�Å�¸�¼YÆwÄ]À+ºt¶YÂ�³F½7³´Ã+Æ+·¹³]³<ºÒ³<¼¾½�¸�¼
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m
¸�¼ØÃ ñ Æ+³<¼Y³]·XÃ�Â�Â�×wÃ�¼Y¸È¿IÀ+½7·¹À+¶Y¸ÈÄ<ó�²�Ã+·7ºtÀ+¼�¸�Ä�½7·XÃ�¶�Õ
V (r) =

m

2
(ω2

xx
2 + ω2

yy
2 + ω2
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2).
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∑
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��¼s½¹²Y³®ÀV¶Y¶"ÀV¿7¸�½¹³%Â»¸�ºt¸�½�À�Ð�ÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼¾½�Ä]À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼{¿]ÕY³ÉÃ+ÄX²Ø¸�¼�Í�¼Y¸»½7³É¿I¸�ºÌÃ�Â�Ç+À+Â�ÁYºt³%À�Ð�½¹²Y³Ä]Â»ÀVÁ�Å�Ä]Ã�¼ Ý{³8ÄFÀV¼�¿7¸�Å�³<·7³ÉÅ?½¹À5Ý"³8¸»¼ Â»À�Ä]Ã+Â�½7²Y³<·7ºtÀ�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ�³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�ÝY·7¸�ÁYºhÃ+¼�Å?½¹²Y³³<Ç+ÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼t¸�¿�Å�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<ÅtÝE×ÒÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+ÂY²E×EÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ�½7²Y³<À+·¹×+Ó�Ôá½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã�Â"ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼t·¹Ã�½7³
1/τ

¸�¿�ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾×
1

τ
∼ v̄

l

ñ z�Ó ïVó
Ö�²�³]·¹³

v̄
¸È¿®½¹²Y³sÃfÇ+³]·XÃ�ÆV³Ì¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³
Ç+³]Â�À�ÄF¸»½�×HÃ�¼�Å

l = 1/nσ
¸È¿k½7²Y³sºt³<Ã+¼âÐÚ·¹³]³
¶�Ã ½¹²Ý"³F½�Ö&³]³<¼ØÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�¿<Õ

n
Ý{³<¸»¼�Æt½7²Y³´Å�³<¼�¿7¸�½�×ÊÃ+¼�Å

σ
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½7²Y³Ï½¹·¹Ã+¶ÊÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×~å

ωτ � 1.
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R
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��¼ ÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+Â�²E×�Å�·¹ÀEÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä<¿%½¹²Y³Êß{ÁY¸�Å\¸�¿ÒÅ�³É¿7Ä]·7¸�Ý{³ÉÅ\ÃV¿kÃGÄFÀ+¼¾½¹¸»¼EÁYÀVÁ�¿´ºt³<ÅY¸»ÁYºÖ�²�ÀV¿7³SºtÀ�½7¸�À+¼?¸È¿
ÄFÀ+ºt¶YÂ�³F½¹³]Â�× ÅY³F½7³<·7ºt¸�¼Y³<Åç¸»¼á½¹³]·¹ºt¿ÙÀ�ÐÏÍ�ÇV³SÇ Ã�·¹¸�Ã+ÝYÂ�³<¿<Õ�½¹²Y³S½¹²Y·¹³]³Ä]À+ºt¶"À+¼Y³<¼V½X¿cÀ+Ð"½¹²Y³�ß{ÁY¸�ÅwÇ+³]Â�À�ÄF¸»½�×
u
Ã�¼�ÅÌÃ+¼E×®½�Ö&ÀÏ½7²Y³<·7ºtÀ�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ�Ñ¾Á�Ã+¼V½¹¸�½¹¸»³É¿]ÕV½7²{Ã ½Ä<Ã�¼
Ý{³Ï½XÃ�ËV³]¼ÙÃV¿&½7²Y³%Å�³<¼�¿7¸�½�×

n
Ã�¼�ÅÊ½7²�³%¶Y·7³É¿7¿7ÁY·¹³

p
Ó���²�³ÏÅY³]¼�¿7¸�½�×ÙÃ�¼�ÅÊ½7²Y³%ÇV³]Â�À�ÄF¸»½�×Ã+·7³%Ä]À+¼Y¼Y³ÉÄT½¹³<ÅÙÝ¾×Ê½7²Y³´Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁY¸»½�×w³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼

∂n

∂t
+ ∇ · (nu) = 0.

ñ z{Ó ð¾ó
��¼�Ã�¼S¸ÈÅ�³ÉÃ�Â�ß�ÁY¸ÈÅ�Õ~¼YÀÊ²Y³ÉÃ ½�½7·XÃ�¼�¿IÐÚ³]·�À�Ä]ÄFÁ�·¹¿�Ý{³]½�Ö�³<³]¼GÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½ ñ ºtÀ Ç¾¸�¼YÆEó�¸�¼�Í�¼Y¸»½7³É¿I¸»ÎºÌÃ+Â.Ç+À+Â�ÁYºt³<¿ÏÀ+Ð�½¹²Y³Òß�ÁY¸ÈÅ�Ã+¼�ÅØ½¹²Y³Ì³]¼¾½¹·7ÀV¶¾×Ø¸È¿%ÄFÀV¼�¿7³]·¹Ç+³<ÅSÂ»À�Ä]Ã+Â»Â�×+Ót��²Y³tÀ�½¹²Y³]·�ÐÚÀVÁY·³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¿�¼�³<ÄF³É¿7¿¹Ã�·¹×w½¹À
Ä]Â»À¾¿I³´½7²Y³tÅ�³<¿¹ÄF·¹¸�¶�½7¸�À+¼ØÀ+Ðc½7²Y³Ò¿I×�¿I½7³<º Ä<Ã�¼SÝ"³k½¹Ã�ËV³]¼�ÃV¿�½¹²Y³½¹²Y·¹³]³´ÄFÀVºt¶{ÀV¼Y³]¼¾½¹¿�À+Ð�½¹²Y³%�cÁYÂ�³]·�³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼

∂u

∂t
+ (u · ∇)u +

∇p
mn

= f ,
ñ z{Ó�÷+ó

Ö�²�¸�ÄX²8·¹³Fß�³ÉÄT½¹¿ÏºtÀVºÒ³<¼¾½7ÁYº1Ä]À+¼�¿7³]·¹Ç Ã ½¹¸»ÀV¼*Õ*Ã�¼�ÅG½¹²Y³ÌÃ+Å�¸ÈÃ�Ý�Ã�½7¸ÈÄÒ³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�ÅY³<¿¹ÄF·¹¸»ÝY¸�¼YÆ½¹²Y³´ÄFÀV¼�¿7³]·¹ÇfÃ�½7¸�À+¼ÙÀ�Ð�³]¼¾½7·¹À+¶E×+Õ
Å
sÅ
t

=
∂s

∂t
+ ṙ · ∇s = 0.

ñ z{Ó �¾ó
��¼Ò½¹²Y³�Ã�Ý"À Ç+³�ÐÚÀ+·¹º®Á�Â�Ã+³+Õ

s
¸È¿�½¹²Y³�³]¼¾½7·¹À+¶E×´¶"³]·.¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³�Ã�¼�Å

f = −∇V/m ¸È¿£½7²Y³�ÐÚÀV·¹Ä]³¶"³]·�ÁY¼Y¸»½�ºtÃV¿7¿µ·fÓ
¹ Ù Á�¾eÑ2Ì¶ÏÃÈ(ÓÀÌÅ¿(ÝjÁ2¿µÁZ� ×ØÊ2ÌÃÈ(Ù Ê Ö9×ØÓeÏÃ¿µÇ9Ó Í)( Ç2×ØÊ2ÓÃÄ2¾ÀÑ9ÌÅÈ(Ô6¿ÃÖ�ÌÅÌÃÆ4Ç"ÈÚ¾e×Ø¿µÁ2Ó�È(Î/ÌÅÓÀÇ2Ô9Óe¾e× ¾ÀÇ9¾eÌ»Ê¸ÎeÌ»Óe¼6Ì»Ï=¾e× Ö�ÌÃÙ ÐÔ4Ð�¾eÑ2ÌÕ¾eÑ2Î/Ì»Ì°Ï»¿µÉ
¼6¿µÁ9ÌÃÁ�¾eÓ¶¿(Ý$¾eÑ2Ì°á�ÈÃÖV×ØÌÃÎ���*4¾e¿,+µÌ»ÓÅÌÃÆ4Ç"ÈÚ¾e×Ø¿µÁoÈ(Á9Ê�Ô�Ð<È(Á<Ì.-9¼9ÎeÌ»ÓÀÓe×Ø¿µÁ<Ê2Ì»ÓÀÏ»Îe×ØÔ9×ØÁ2Íæ¾eÑ2ÌÎÀÈÚ¾eÌ�¿(ÝjÏ»¿µÁ�Ö�Ì»ÎeÓe×Ø¿µÁ�¿(Ý;É
ÌÃÏÀÑ"È(Á2×ØÏÃÈ(ÙmÌ»Á2Ì»Î/Í(Ð�×ØÁ�¾À¿°Ì»Á�¾ÀÎ/¿µ¼�Ð4ç
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p ∝ nγ Â�³<ÃVÅY¿.½¹À%½7²�³�ÐÚÀ+Â�Â�À Ö�¸»¼YÆ®·7³<Â�Ã�½7¸�À+¼ ² z ´ Õ
∂2u

∂t2
= γ

p ç./
n ç./ ∇ (∇ · u) + ∇ (f · u) + (γ − 1) f (∇ · u) ,

ñ z{Ó y¾ó
Ö�²Y¸ÈÄX²tÅ�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<¿�½¹²Y³�Ç+³<Â»À�ÄF¸»½�×ÏÍ�³<Â�Å

u
À�Ð~Ã�ÆVÃ+¿�¿7ÁYÝs±�³ÉÄT½�½7À�½7²�³�ÐÚÀ+·XÄF³

f
Ó.��²Y¸È¿�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼Ä<Ã�¼
Ý{³Ï³]ºt¶YÂ�À ×+³ÉÅw½¹Àt³FµE½7·XÃ+ÄF½�½¹²Y³ÏÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]¸»³É¿&À�Ð�Â»À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV×k²E×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ�ºtÀ�Å�³<¿ÐÚÀV·tÃG²�Ã+·7ºtÀ+¼�¸�Ä<Ã�Â�Â»×�½7·XÃ�¶�¶{³ÉÅ\Æ¾Ã+¿<Óâ��À8Å�³<¿¹ÄF·¹¸�Ý{³
½7²�³s¿7¸�ºÒ¶�Â»³É¿�½t¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�ºtÀ�Å�³<¿<Õ�Ö&³¸�¼¾½7·¹ÀEÅYÁ�ÄF³�½7²�³´Ô�¼�¿¹Ã ½¹Û

u = (ax, by, cz)e−iωt,
ñ z�Ó W í¾ó

Ö�²Y¸ÈÄX²8ÄFÀ+·¹·¹³<¿7¶{ÀV¼�ÅY¿�½7ÀØÃ�¼8Ã�¼Y¸È¿7À�½7·¹À+¶�¸�Äk²YÀ+ºtÀVÂ»ÀVÆ+À+Á{¿�æIÝY·7³ÉÃ ½¹²Y¸»¼�Æ èkÀ+Ð�½7²�³wÄFÂ�À+Á�Å�ÓÒ�-½¹¿Å�¸�Ç+³<·7ÆV³]¼�Ä]³%¸�¿�ÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½�¸�¼SÄFÀEÀ+·XÅ�¸�¼�Ã ½¹³´¿I¶{Ã+ÄF³VÕ"Ã+¼�Ås¸�¼�¿I³<·I½¹¸»¼�ÆwÀ+ÁY·�Ô�¼�¿¹Ã ½¹Û´¸»¼¾½¹À ñ z{Ó yVóÖ&³ÏÀ+Ý�½XÃ�¸�¼
−ω2u = ∇ (f · u) + (γ − 1) f (∇ · u) .

ñ z�Ó W6W ó
ù�ÁY³Ø½¹À8½7²Y³ØÂ�¸»¼�³<Ã�·wÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·tÀ�ÐÏÝ"À�½7²á½¹²Y³ØÐÚÀV·¹Ä]³

f = −(ω2
xx, ω

2
yy, ω

2
zz)

Ã+¼�Å5½7²Y³ÇV³]Â�ÀEÄ]¸�½�×ÊÍ�³]ÂÈÅ
u
Õ{ÀV¼YÂ�×ÙÂ�¸»¼�³<Ã�·�½7³<·7ºÌ¿�Ã+¶Y¶"³<Ã�·�¸»¼Ø��Ñ{Ó ñ z{Ó WdW óTÕ~Ã�¼{Ås½7²Y³®ÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼sÐÚ·7³]ÎÑ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿%Ã+·7³ÒÆ+¸�Ç+³<¼�ÝE×Ø½7²�³Ì·7ÀEÀ�½X¿�À�Ð�½¹²Y³wÅ�³]½7³]·¹ºt¸»¼{Ã�¼¾½%À�Ð�½¹²Y³Ì²YÀVºÒÀVÆ+³<¼Y³]ÀVÁ�¿�Â�¸�¼Y³<Ã+·¿7×�¿�½¹³]º±ÐÚÀV·

a
Õ
b
Ã�¼{Å

c
ÓöYÀV·ÙÃHºtÀV¼YÀVÃ�½7À+ºt¸ÈÄsÆVÃV¿Ì¸»¼ç½7²Y³�Ä]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â�·7³<Æ+¸�ºÒ³ØÁ�¼�Å�³]·
Ã+Å�¸ÈÃ�Ý{Ã ½7¸ÈÄSÄ]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼{¿

p ∝ n5/3 Õ¾Ã+¼�Åw¸�¼ÊÃ´ÆV³]¼Y³<·7¸ÈÄ�Ä]×EÂ»¸�¼�Å�·¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×t¿7×¾ºtºt³F½¹·7¸ÈÄ�½¹·¹Ã+¶wÖ�¸»½7² ωx = ωy = ω⊥
Ã+¼�Å

ωz = λω⊥
À+¼�³�Í{¼�ÅY¿�½¹²Y³Ï½7²Y·¹³]³%·¹ÀEÀ�½X¿

ω2 = 2ω2
⊥

ñ z�Ó W îVó

ω2
± =

ω2
⊥

3

(

5 + 4λ2 ±
√

25 − 32λ2 + 16λ4
)

.
ñ z�Ó W ï¾ó

��²Y³�Í�·X¿�½&·7ÀEÀ�½�¸�¿&Ã+¿¹¿IÀ�Ä]¸�Ã�½7³<ÅtÖ�¸»½7²Ê½7²Y³
m = 2

·¹ÃVÅ�¸�Ã+Â{Ñ¾Á�ÃVÅ�·7Á�¶{ÀVÂ»³�ºÒÀ�Å�³
a = −b, c =

0
ÕVÃ�¼{Åt¸�¿�¸»¼�ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼¾½�À�Ð�½¹²Y³�½¹·¹Ã+¶wÃ�¼Y¸È¿IÀ+½7·¹À+¶E×

λ
¿I¸�¼�ÄF³�¸�½�¸�¼EÇ+ÀVÂ»ÇV³<¿.¼YÀ%ºtÀ+½7¸�À+¼Ì¸�¼Ì½7²Y³

z
Å�¸�·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼*Ó��²Y³�À+½7²Y³<·c½�Ö&ÀÏÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]¸»³É¿cÃ�·¹³�½�Ö&À

m = 0
ºtÀ�Å�³<¿<Ó£��¼t½7²Y³�¿I¶Y²�³]·¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×®¿7×EºtºÒ³]½IÎ·¹¸�ÄÏÄ<Ã+¿7³ ñ

λ = 1
ó�½7²Y³<×ÊÃ�·¹³

ω2
+ = 4ω2

⊥

Ã�¼�Å
ω2
− = 2ω2

⊥,
ñ z�Ó W zEó

·¹³]¶Y·¹³<¿7³]¼¾½¹¸»¼YÆw½7²Y³kºÒÀV¼YÀ+¶"À+Â�³ ñ ¿I¶�²Y³]·¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×Ø¿7×EºÒºt³]½7·¹¸�Ä+Õ
a = b = c

ó�Ã�¼�ÅSÑ¾Á�ÃVÅ�·¹ÁY¶{ÀVÂ»³ºtÀ�Å�³<¿ ñ
a = b = −c/2 óFÓ���¼Ù½¹²Y³%²Y¸�Æ+²YÂ�×w³<Â»ÀV¼YÆVÃ�½7³<ÅÙÂ�¸»ºt¸»½ ñ λ � 1

ó�½7²Y³<×ÊÝ"³<ÄFÀVºt³
ω2

+ =
10

3
ω2
⊥

Ã+¼�Å
ω2
− =

12

5
ω2

z ,
ñ z�Ó W òVó

Ã+¼�ÅwÃ�·¹³�ÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½7³ÉÅtÖ�¸�½¹²Ì½7²�³�ÝY·¹³<Ã�½7²Y¸�¼YÆ´ºtÀ�Å�³ ñ
a = b = 5c/2

ó.Ã+¼�Åt½¹²Y³�Ñ¾Á�ÃVÅ�·7Á�¶{ÀVÂ»³ºtÀ�Å�³ ñ
a = b = −λ2c/2

óFÓ��²Y³t¶Y·¹À�ÄF³<ÅYÁY·7³ÒÅ�³<¿¹ÄF·¹¸�Ý{³ÉÅ�Ã�Ý"À Ç+³ÒÄ]Ã+¼�Ã+Â�¿7ÀÊÝ"³t³]ºt¶YÂ�À ×+³<ÅØ½7À
³FµE½7·XÃ+ÄF½�½¹²Y³t³]¸�Æ+³]¼YÎÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿�À�Ð�Ãs	�À¾¿I³]Î(��¸»¼�¿I½7³<¸»¼8ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿I³ÉÅ�Ä]Â»ÀVÁ�ÅGÃ�½
T = 0

Ö�²�³]¼G½7²Y³t¼EÁYº®Ý"³]·%À+Ð¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿�¸È¿Ï¿IÁj�ÌÄ]¸»³<¼¾½7Â�×
ÂÈÃ�·¹Æ+³®½7²�Ã�½�½¹²Y³tÑVÁ{Ã�¼¾½7ÁYºM¶�·7³É¿7¿7ÁY·¹³%½7³<·7ºM¸�¼S½¹²Y³Ò¿7ÁY¶"³]·7ß�ÁY¸ÈÅ²E×�Å�·¹ÀEÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä�³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼wÄ]Ã+¼wÝ{³�¼Y³]ÆVÂ»³ÉÄT½¹³<Å�ÕE¸(Ó ³VÓVÖ�²Y³<¼Ì½7²�³�Ö�ÃfÇ+³]Â�³]¼�Æ�½7²ÌÀ+Ð�½7²Y³�ºtÀEÅY³¸È¿tÂ�Ã+·7ÆV³]·k½7²�Ã+¼\½¹²Y³ØÄFÀV²Y³]·¹³]¼�Ä]³ÙÂ�³]¼�Æ�½7²�Ó ��¼�Å�³]·t½¹²Y¸È¿ÌÃ+¿¹¿IÁYºt¶�½¹¸»ÀV¼\½¹²Y³sºtÀ�½7¸�À+¼ À�ÐÏÃÄ]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³®¸�¿�Å�³<¿¹ÄF·¹¸�Ý{³ÉÅØÝE×
Ã+¼S³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼SÖ�²Y¸ÈÄX²Ø¸È¿�¸ÈÅ�³]¼¾½¹¸�Ä<Ã�Â�½7ÀÊ¸»½¹¿�ÄFÂÈÃ+¿¹¿7¸�Ä<Ã�Â�Ä]À+ÁY¼YÎ½¹³]·¹¶�Ã�·7½ ñ z{Ó y¾ó.ÝYÁY½&·¹³<Ñ¾ÁY¸�·7³É¿.½¹²Y³�ÃVÅYÅ�¸»½7¸�À+¼�Ã+Â"Ä]À+¼�ÅY¸�½¹¸»ÀV¼Ì½7²�Ã�½�½¹²Y³�ÇV³]Â�À�ÄF¸»½�×kÍ{³]ÂÈÅw¿I²�À+ÁYÂÈÅ



�
� Ú10 ñ �`ð4íjï"�æì��1� ��21�9ëÚñ íjê�ëÚñ��j� � ì
Ý"³t¸»·¹·¹À�½¹Ã�½7¸�À+¼�Ã+Â Õ ∇ × u = 0

Ók��²Y³ÒÔ�¼�¿¹Ã ½7Û ñ z�Ó W í�ó�¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³<¿�½¹²Y¸�¿�¶Y·¹À+¶"³]·7½�×+Õ�Ã+¼�ÅØ½¹²Y³ÅY³]·¹¸»Ç Ã ½¹¸»ÀV¼ØÀ�Ð�½7²�³´ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF¸�³<¿�¶Y·¹À�ÄF³<³<ÅY¿�Ã�Â�À+¼YÆt½¹²Y³®¿¹Ã�ºt³´Â�¸»¼Y³É¿]Õ{½7²�³´À+¼YÂ�×sÅ�¸�Ü~³]·¹³]¼{ÄF³Ý"³]¸�¼YÆt½¹²�Ã ½�¸�¼
½7²Y³´Ä<Ã+¿7³�À+Ð�ÃtÅ�¸�Â»ÁY½7³´	&�&Þ?½7²Y³%³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼
À�Ð.¿I½¹Ã ½¹³Ï¸�¿
p ∝ n2 Ó
�×�Å�·7À�Å�×E¼�Ã+ºt¸�ÄÒ½¹²Y³]ÀV·7×G¸»¼8½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅ8ÆVÃV¿I³É¿Ïº®Á�¿I½®Ý"³ÊÃ�¶Y¶�Â»¸�³<Å8Ö�¸»½7²âÄ<Ã�Á�½¹¸»ÀV¼*Ó
Ô�¿Ã+Â»·¹³<ÃVÅ�×%ºt³]¼¾½7¸�À+¼�³<ÅkÂ»À�Ä]Ã+ÂE½7²Y³<·7ºtÀ�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ&³<Ñ¾ÁY¸�Â»¸�ÝY·¹¸»Á�ºP¸�¿�³<¼�¿7ÁY·7³ÉÅ®ÀV¼YÂ�×´ÝE×%ÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼¾½Ä]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼�¿]ÕVÃ�¼�Å®½7²Y¸È¿.¸�¼Ò½7ÁY·¹¼t·7³ÉÑVÁ�¸»·¹³<¿.Ã�²Y¸�Æ+²tÅ�³]¼{¿I¸»½�×®À+Ð{¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿]Ó�Ô�¿cÃÏÄ]À+¼�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF³²E×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ]¿%¼Y³<Ç+³<·kÃ�¶�¶YÂ»¸�³<¿%½7ÀS½¹²Y³wÀVÁ�½7³<·®¶�Ã+·I½X¿´À�Ð�½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅHÄFÂ�À+Á�Å�¿]Õ�Ö�²Y³<·7³t½¹²Y³ÅY³]¼�¿7¸�½�×ÒÅ�·¹À+¶�¿£½¹À%Û]³]·¹ÀÏÃ�¼�Åk½7²�³�ºÒ³ÉÃ�¼kÐÚ·7³<³�¶�Ã ½¹²tÝ{³ÉÄFÀ+ºt³É¿�Ç+³]·¹×´ÂÈÃ�·¹Æ+³Vå�Ñ¾Á�Ã�¼¾½7¸»½7¸�³<¿�Â�¸�Ë+³½¹²Y³´ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³ÉÅÌÅYÃ�ºt¶Y¸�¼YÆt·¹Ã�½7³%Ä]Ã+¼ÊÝ"³´Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³ÉÅwÐÚ·¹À+º±ÇE¸È¿7Ä]À+Á�¿�²E×�Å�·¹ÀEÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä<¿�ÀV¼YÂ�×¸�¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF¸�¼YÆÏÃÏ¿IÁY¸»½¹Ã+ÝYÂ�³�Â�³]¼YÆ+½7²t¿7Ä<Ã�Â�³c½¹ÀÏÄ]Á�½7À+ÜÌ½7²Y³�¿7¶�Ã ½¹¸�Ã+Â¾ÃfÇV³]·XÃ�ÆV³q² ò¾÷ ´ Ó���¼tÃ+ÅYÅY¸�½¹¸»ÀV¼*ÕÐÚÀV·�½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã�Â+³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹Ã+Â�¶�Ã+·¹Ã+ºÒ³]½7³<·¹¿~Ã ½�½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³É¿�Ã ½�Ö�²�¸�ÄX²�½7²�³c³FÜ~³<ÄF½¹¿�À+Ð�Ñ¾Á�Ã+¼�Î½¹ÁYº Å�³<Æ+³]¼�³]·XÃ+ÄF×kÝ{³ÉÄFÀVºÒ³�Ã�¶Y¶�·7³ÉÄF¸ÈÃ�ÝYÂ�³+ÕV½7²Y³�ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿�ÐÚÀ+·�²¾×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ�Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+··¹³<Ñ¾ÁY¸�·¹³k½¹²�Ã ½®Ä]Â»ÀVÁ�ÅY¿%¿7²YÀ+Á�Â�Å�ÄFÀV¼V½XÃ�¸�¼�Ã�½%Â»³ÉÃ+¿I½

106 − 108 ¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿<ÓÊÞ�À+¼�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼¾½7Â�×+ÕÐÚÁ�Â»Â�×8²¾×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄtÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿%Ö&³]·¹³Ì¼YÀ�½´·¹³<Ã+Â»¸�Û]³ÉÅ�¸»¼H³ÉÃ�·¹Â»×G³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿´À+¼HÄFÀVÂ�ÅÝ"ÀV¿7À+¼{¿�¸�¼S½¹²Y³ÒÄ]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â�·7³<Æ+¸�ºt³+Ó���²�³<¿7³k¿7×E¿I½7³<ºÌ¿�Ö&³]·¹³®¸�¼�Ã�¼G¸»¼¾½¹³]·¹ºÒ³ÉÅ�¸ÈÃ ½7³k·7³<Æ+¸�ºt³+ÕÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸»Û<³<Å\Ý¾×
ωτ ≈ 1

Õ�Ã�¼{Åâ½¹²Y³
ÐÚ·7³ÉÑVÁ�³]¼�Ä]×\Ã�¼�Å ÅYÃ+ºÒ¶�¸»¼YÆ8À+Ð�½7²�³]¸�·ÊÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³ºtÀ�Å�³É¿�²�ÃV¿�Ý"³]³]¼S½7²Y³®¿7ÁYÝs±�³ÉÄT½�À+Ðc¼EÁYºt³]·¹À+Á�¿�¸�¼EÇ+³É¿�½¹¸»Æ¾Ã ½7¸�À+¼{¿�² ò¾÷¾Õ"ò6��Õ~ò6y�Õ{ðVí�Õ{ð W Õ~ðVî ´ Ó��²�³Ï¿7¸»½7Á�Ã�½7¸�À+¼sÄX²�Ã�¼YÆV³<ÅÙÅ�·¹ÃV¿�½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×ÌÖ�¸»½7²Ù½7²�³�¼�³]ÖAÆV³]¼Y³<·¹Ã�½7¸�À+¼ÙÀ�Ð�³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿&·¹³<Ã�Â»Î¸�Û]³ÉÅÒÖ�¸�½¹²®ÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿<å�¿7Á�ÅYÅ�³<¼YÂ�×®öY³É¿I²EÝ�ÃVÄX²k·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿�Ã+Â»Â�À Ö&³<ÅÏ½¹²Y³�¿�½¹·7ÀV¼YÆ+Â�×%¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½IÎ¸�¼YÆs·¹³]Æ+¸�ºt³
k ó |a| � 1

½7ÀsÝ{³ÌÃVÄX²Y¸»³<Ç+³ÉÅ�Õ�Ö�²Y¸�Â»³tã.Ã�ÁYÂ�¸.¶Y·¹¸»¼{ÄF¸�¶YÂ»³tÂ�¸»ºt¸»½7³ÉÅS½¹²Y·7³<³FÎ-Ý{À�Å�×Â�ÀV¿¹¿7³<¿�Ã+¼�ÅSÃ+Â»Â�À Ö�³ÉÅÙÐÚÀ+·�Â�À+¼�Æ�Î-Â»¸�Ç+³ÉÅ
Ä]Â»ÀVÁ�ÅY¿<Ó���¼Ø½¹²Y³®¼Y³]µE½Ï�E³ÉÄT½7¸�À+¼�Ö�³®¿7²�Ã+Â»Â�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³½¹²Y³wÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½7³<·7¸È¿I½7¸ÈÄ®·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼�·XÃ ½¹³®ÐÚÀV·´Ã�¼8¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»¼�ÆÙÆ¾Ã+¿�À�Ð&ÐÚ³]·¹ºt¸»ÀV¼�¿]Õ�Ã�¼�Ã+Â»×EÛ]¸�¼YÆÝ"À�½¹²
½7²Y³%ÁY¼�¸�ÐÚÀV·7ºNÃ+¼�ÅÊ½7·XÃ�¶Y¶"³<Å
Ä]ÃV¿I³É¿]Ó.��²Y³%ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³�·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼w·XÃ ½¹³
1/τ

Ö�¸»Â�Â~½7²Y³<¼Ý"³�Á{¿I³ÉÅt¸»¼Ê�E³ÉÄ�Ódz�Ó ï�½7À%À+ÝY½¹Ã�¸�¼t½7²�³�ÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]×kÃ+¼�ÅÌÅYÃ�ºt¶Y¸�¼YÆ´À+Ð{½¹²Y³�À¾¿7Ä]¸»Â�ÂÈÃ ½7¸�À+¼{¿£ÐÚ·7ÀVºÃtÇ Ã+·7¸ÈÃ ½¹¸»ÀV¼�Ã�Â�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼
À�Ð�½7²Y³´	&À+Â»½7Û<ºÌÃ�¼Y¼
³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*Ó
�®Y:Ï 3 b���ÿ��4��� \ 

��`65ü`��Rb��<� �Eb4��

ò�³%¿I²{Ã�Â�Â~Ä]À+¼�¿7¸ÈÅ�³]·�Ã®½�Ö�À+Î-Ä]À+ºt¶{ÀV¼Y³]¼¾½�öY³]·¹ºt¸~ÆVÃ+¿�À�Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿�Ö�¸»½7²
ºÌÃ+¿¹¿

m
ñ ½7²Y³%¿¹Ã�ºt³ÐÚÀV·tÝ{À+½7²5Ä]À+ºt¶"À+¼Y³<¼V½X¿¹ó®¸�¼\¸»½¹¿Ò¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â&¶Y²�ÃV¿I³ÙÖ�¸�½¹²\³<Ñ¾Á�Ã+Â�¶{ÀV¶YÁYÂÈÃ ½7¸�À+¼{¿®¸�¼â½¹²Y³
½�Ö�ÀÄ]À+ºt¶"À+¼Y³<¼V½X¿]ÓS��²�³wÆVÃV¿%ºÌÃf×GÝ"³wÁY¼Y¸»ÐÚÀ+·¹º À+·%½¹·¹Ã+¶Y¶"³<Å8¸�¼\ÃØ¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â

V (r)
ÓG��¸»¼�Ä]³Ö&³ÏÃ�·¹³�Å�³ÉÃ�Â�¸»¼YÆkÖ�¸�½¹²ÙÅ�×E¼�Ã+ºt¸�Ä<¿�ÐÚÀV·�Ö�²�¸�ÄX²Ê½7²Y³�½�Ö�ÀÒÄFÀVºÒ¶"À+¼�³]¼¾½¹¿�À�Ð*½¹²Y³�ÆVÃ+¿�ºtÀ Ç+³�¸»¼¶�²�Ã+¿7³+Õ�Ö&³�À+¼YÂ�×´¼Y³<³<Åk½7ÀÏ¸�¼¾½7·¹ÀEÅYÁ�ÄF³�À+¼�³�ÅY¸�¿I½7·¹¸»Ý�Á�½7¸�À+¼kÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼t·7³]ÐÚ³]·¹·7¸�¼YÆ�½7À%ÃÏÅ�³FÍ{¼Y¸�½¹³¿7³F½&À�Ð�¸�¼V½¹³]·¹¼�Ã�Â"Ñ¾Á�Ã�¼¾½7Á�º;¼EÁYºkÝ{³<·¹¿<ÕVÃ+¼�Å

f = f↑ = f↓
ñ ÐÚÀ+·�ÝY·7³<ÇE¸�½�×ÒÖ�³�²�ÃfÇ+³�Å�³<¼YÀ�½¹³<Å½¹²Y³�½�Ö�ÀÒ¿I³]½¹¿&ÝE× ↑ Ã+¼�Å ↓ óTÓ�òG³%ÃV¿7¿7ÁYºt³�½¹²�Ã ½&½7²Y³%Å�×E¼�Ã+ºt¸�Ä<¿�¸È¿�Å�³<¿¹ÄF·¹¸�Ý{³ÉÅwÝE×ÌÃk¿7³]ºt¸»ÎÄ]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â�Å�¸�¿I½7·¹¸�ÝYÁ�½7¸�À+¼
ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼

f(r,p, t)
Ö�²Y¸ÈÄX²Ø¿7Ã�½7¸È¿�Í�³É¿�½7²�³®	&À+Â»½7Û]ºÌÃ+¼Y¼s³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼

² ð+ï ´
∂f

∂t
+ ṙ · ∂f

∂r
+ ṗ · ∂f

∂p
= −I [f ],

ñ z�Ó W ð¾ó
Ö�²�³]·¹³

r
Ã�¼�Å

p
³<Ç+À+Â�Ç+³ÏÃ+Ä<ÄFÀV·¹Å�¸�¼YÆ®½7Àt½7²�³´
�Ã�ºt¸�Â�½¹À+¼
³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�¿�À+Ð�ºtÀ�½¹¸»ÀV¼*Õ

ṙ = v =
p

m
; ṗ = −∂V

∂r
,

ñ z{Ó W ÷�ó
Ã+¼�Å

I
¸È¿&½7²Y³´Ä]À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼
¸�¼V½¹³]ÆV·¹Ã+Â Õ

I [f ] =

∫ Å
p1

(2π~)3

∫

dΩ
dσ

dΩ
|v−v1| [ff1(1 − f ′)(1 − f ′

1) − (1 − f) (1 − f1) f
′f ′

1] .ñ z�Ó W �Vó



�$X ��í��6� �Vð�ëÚñ %
��í��Úð9ñ��6� �9ëÚñ í;ê
�
ñ ê¸ëµì��sÝsÝ1�Vî�ñ ê9ëN��ìò�"ðµëÚñ ê"Ü'&4��ìÁ��ñ�Üs�"�%�Z�
��¼\½7²Y³
Ã�Ý"À Ç+³Ê³]µ�¶Y·7³É¿7¿7¸�À+¼*Õ

Ω
¸È¿®½¹²Y³Ù¿7À+Â�¸ÈÅ\Ã�¼�Æ+Â�³ÌÐÚÀ+·k½7²Y³sÅ�¸�·7³ÉÄT½¹¸»ÀV¼âÀ�Ð�½¹²Y³Ê·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³ºtÀ+ºt³<¼V½¹ÁYº

p′
r = (p′ −p′

1)/2
Ã Ðø½¹³]·�½7²Y³%ÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼ÌÖ�¸»½7²
·7³É¿I¶"³<ÄF½�½¹À®½¹²Y³�·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³�ºtÀ�Îºt³]¼¾½¹ÁYº

pr = (p−p1)/2
Ý{³]ÐÚÀ+·¹³�½¹²Y³%ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼*Ó���²Y³�Í�·¹¿I½&ÐqÃ+ÄT½¹À+·&¸»¼{¿I¸ÈÅ�³�½7²Y³%¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³ÝY·XÃ+ÄXËV³F½�Å�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³<¿�½¹²Y³kÄ]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼
À+Ð.½�Ö�À ↑ Ã�¼�Å ↓ ÐÚ³<·7ºt¸�À+¼�¿�Ö�¸�½¹²S¸�¼Y¸�½¹¸�Ã+Â�ºtÀVºÒ³<¼¾½¹Ã pÃ+¼�Å

p1
¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÙ¸»¼¾½7À
¿�½XÃ ½¹³<¿�Ö�¸�½¹²�ºtÀ+ºt³<¼V½XÃ

p′ Ã�¼�Å p′
1

Õ"Ö�²�¸»Â�³®½¹²Y³t¿I³ÉÄFÀ+¼{Ås½7³<·7º·¹³FÐÚ³<·¹¿�½7Às½¹²Y³ÌÀ+¶�¶{À¾¿I¸»½7³t¶Y·¹À�ÄF³<¿¹¿<Ót�E¸�¼�Ä]³ÌÖ�³ÌÄFÀV¼�¿7¸�Å�³<·
s
Î(Ö�ÃfÇ+³Ò¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ�Õ�½¹²Y³Ì¸»¼¾½¹³]·7ÎÃVÄT½7¸�À+¼{¿�ÀV¼YÂ�×S¸»¼EÇVÀ+Â�Ç+³Ò¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�¸�¼�Å�¸»Ü~³]·¹³]¼¾½%¸»¼¾½7³<·7¼{Ã�Âc¿I½¹Ã ½¹³<¿%Ã+¼�Å�Ö�¸�Â�Â.Ý{³wÅ�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³<ÅÝE×8½7²�³Ø³]¼Y³<·7ÆV×VÎ�Å�³<¶{³<¼�Å�³]¼¾½Ì¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆGÄ]·7À¾¿7¿t¿7³<ÄT½¹¸»ÀV¼âÐÚÀV·wÅ�¸�¿I½7¸�¼YÆVÁY¸�¿7²�Ã+ÝYÂ»³
¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿Å�³<·7¸�Ç+³ÉÅÊ¸�¼
��Ñ"Ó ñ îYÓ ïVï+óTÕ Å

σÅ
Ω

=
a2

1 + (pr/~)2a2
.

ñ z�Ó W y¾ó
��¼Ì½¹²Y³�¶Y·¹³<¿7³]¼¾½&��³<ÄT½¹¸»ÀV¼t½7²Y³�¿�½¹·7³ÉÃ�ºt¸�¼YÆÏ½7³<·7ºÌ¿cÀV¼Ì½7²�³�Â»³]Ðø½&²{Ã�¼�ÅÌ¿7¸�ÅY³�À�Ð ñ z�Ó W ð+ó�Å�À¼YÀ+½�ÄFÀV¼V½XÃ�¸�¼
Ã+¼E×Ì³FÜ~³<ÄT½X¿�À�Ð£½7²�³%¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼*Õ�ÝYÁ�½�¸�¼
½7²Y³ÏÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸»¼�ÆÌ��³<Ä�Ósz{Ó ïÒÖ&³´¿I²{Ã�Â�ÂÃVÅYÅw½¹²Y³<¿7³´Ã+¿�ÃÒºt³<Ã+¼ÊÍ{³]ÂÈÅÙ¸�¼
½7²Y³%³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¿�À�Ð£ºÒÀ+½7¸�À+¼ ñ z{Ó W ÷ óTÓ��²Y³�ÇE¸È¿7Ä]À+Á�¿c·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼k½7¸�ºt³+Õ¾Ö�²Y¸�ÄX²Ì¶�Â�Ãf×�¿cÃ+¼Ò¸�ºt¶{ÀV·I½XÃ�¼¾½�¶�Ã+·I½c¸�¼t½7²�³�ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆ{Õ¸È¿�ÅY³FÍ�¼Y³ÉÅw¸�¼w½¹³]·¹ºt¿&À+Ð*½7²Y³�ÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×+Ó��*³]½�Á�¿&ÝY·¹¸�³Fß�×t·¹³<Ä]Ã+Â»Â"²YÀ Ö?ÀV¼Y³�Å�³]½7³<·7ºt¸�¼Y³<¿�½7²�³ÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×ÌÝE×ÊÂ�¸�¼Y³<Ã+·7¸�Û]¸�¼YÆÒ½7²Y³%ËE¸�¼Y³F½¹¸�ÄÏ³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó���ÀtÅY³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³´¿IºÌÃ+Â»Â*Å�³<ÇE¸�Ã�½7¸�À+¼�¿�ÐÚ·¹À+º³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYºsÕYÖ&³�Ö�·¹¸»½7³

f (r,p, t) = f0 (r,p) + δf (r,p, t) .
ñ z{Ó î+íVó

��¼ç³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�ÝY·7¸�ÁYº°½7²�³GÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼?¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â�Ç Ã�¼Y¸È¿7²Y³<¿Ù¿I¸�¼�ÄF³
f0f0

1 (1 − f0′)(1 − f0′
1 ) =

(

1 − f0
) (

1 − f0
1

)

f0′f0′
1

Å�Á�³�½7À�³<¼Y³]·¹Æ+×�Ä]À+¼�¿7³]·¹Ç Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó*��²Y³.Â�¸»¼Y³ÉÃ�·¹¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼�À+ÐE��Ñ{Ó ñ z�Ó W ðVó×E¸�³]ÂÈÅY¿
∂δf

∂t
+

p

m
· ∂δf
∂r

− ∂V

∂r
· ∂δf
∂p

= −I [Φ],
ñ z�Ó�î W ó

Ö�²Y³<·7³�½¹²Y³%Â»¸�¼Y³ÉÃ�·¹¸»Û<³<Å
ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼Ê¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â~·7³ÉÃ+ÅY¿
I [Φ] =

∫ Å
p1

(2π~)3

∫

dΩ

Å
σÅ
Ω
|v − v1|[Φ + Φ1 − Φ′ − Φ′

1]f
0f0

1 (1 − f0′)(1 − f0′
1 ),ñ z�Ó�î+îVó

Ã+¼�Å
Φ = δf/

[

f0(1 − f0)
] Ó Þ�ÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼�¿tÄ]À+¼�¿7³]·¹Ç+³Ù½7²Y³Ø¼EÁYºkÝ{³<·ÌÀ�ÐÏ¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿<Õ�ºtÀ+Îºt³]¼¾½¹ÁYº Ã�¼{ÅH½7À+½¹Ã+Â&³<¼Y³]·¹Æ+×~åÊ½7²Y³É¿I³sÄFÀV¼�¿�½¹·¹Ã+¸»¼¾½X¿®¸�ºt¶YÂ»×â½7²�Ã�½k½¹²Y³ØÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼\¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+ÂÇ Ã�¼�¸�¿7²Y³<¿�Ö�²�³]¼

Φ
¸È¿�ÃkÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼sÀ�Ð�½7²Y³ÏÐÚÀV·7º

Φ(r,p) = a(r) + b(r) · p + c(r)p2,
ñ z�Ó�î�ï¾ó

¿7¸»¼{ÄF³�½7²Y¸È¿£³]¼�¿7ÁY·¹³<¿�½7²�Ã�½
Φ+Φ1 = Φ′+Φ′

1

å�Ã�¼E×ÏÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼®À+Ð�½¹²Y³�ÐÚÀV·7ºPÃ+Ý{À ÇV³�¸È¿�Ä]Ã�Â�Â�³<ÅÃ�%('") )Ü.à1µ./'�!$�")Õ. !�>"� 5 ./��!;+(ÓÊ��²Y³ÌÅ�¸È¿�½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼�ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼HÅ�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý�¸»¼YÆØÃ
ÆVÃV¿�À�Ð&ÐÚ³]·¹ºÒ¸�À+¼{¿¸�¼s³<Ñ¾ÁY¸�Â»¸�ÝY·¹¸»ÁYºN¸»¼ØÃkÐÚ·¹Ã+ºt³�ºtÀ ÇE¸�¼YÆtÖ�¸�½¹²
ÇV³]Â�À�ÄF¸»½�×
u
¸�¿�Æ+¸�Ç+³]¼
ÝE×

fu(r,p) =
1³

(p2/2m+V −u·p−µ)/kT + 1
,

ñ z�Ó�î"zEó
Ã+¼�Åw½¹²Y³´ÄX²�Ã+¼YÆ+³Ï¸�¼

f
ÐÚÀ+·�¿7ºÌÃ�Â�Â�Ç+³]Â�À�ÄF¸»½7¸�³<¿

u
Ã�¼{Å
¿7ºÌÃ�Â�Â*ÄX²�Ã�¼�Æ+³<¿&À+Ð

µ
Ã�¼�Å

T
¸È¿

δf =
f0(1 − f0)

kT

[

u · p + δµ+

(

p2

2m
+ V − µ

)

δT

T

]

,
ñ z�Ó�î+òVó

Ö�²Y³<·7³
f0 = fu=0

Ó ��²�³SÄFÀ+·¹·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å�¸�¼YÆ
Φ
¸È¿wÃHÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼�Ã+Â�¸»¼EÇ Ã�·¹¸�Ã+¼¾½<Õ�¸�¼çÃ+Ä<ÄFÀV·¹ÅÖ�¸»½7²Ì½¹²Y³�ÐqÃ+ÄT½�½7²�Ã�½

fu
¸�¿&Ã�¼w³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�ÝY·7¸�ÁYºJÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼*ÕE¸(Ó ³VÓ¾Ãk¿�½XÃ ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹×k¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼ÊÀ�Ð�½7²�³	&À+Â»½7Û<ºÌÃ�¼Y¼
³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼*Ó



�
� Ú10 ñ �`ð4íjï"�æì��1� ��21�9ëÚñ íjê�ëÚñ��j� �Ag

ò�³GÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³S¸�¼á½7²Y³�ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆH½¹²Y³SÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�× ¸»¼çÃHÁ�¼Y¸�ÐÚÀV·7º ¿7×�¿�½¹³]ºsÕ�Ã�¼�Å ÐÚÀV·¿7¸�ºÒ¶�Â»¸ÈÄF¸»½�×�Ö&³Ò½¹Ã�ËV³Ò½7²Y³wÅ�¸�·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼GÀ+Ð�½¹²Y³tß�À ÖéÇV³]Â�À�ÄF¸»½�×SÃ+¿ÏÀ+Á�·
x
Î�Ã µ�¸�¿ÏÃ+¼�Å8Ã+¿¹¿IÁYºt³½¹²�Ã ½�¸�½�ÇfÃ+·7¸�³<¿�¸»¼s½¹²Y³

y
Î�Å�¸�·7³ÉÄT½7¸�À+¼�Õ

u = (ux(y), 0, 0).
��²�³k¿7²Y³<Ã+·�ÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×

η
·7³<Â�Ã�½7³É¿½¹²Y³%ºtÀ+ºt³]¼¾½¹ÁYº[Ä]ÁY·7·¹³]¼¾½�Å�³<¼�¿I¸»½�×

Πxy
ÕYÆV¸»ÇV³]¼ÙÝ¾×

Πxy = 2

∫ Å
p

(2π~)3
vypxf,

ñ z{Ó î+ðVó
½¹Àw½¹²Y³®ÆV·¹ÃVÅ�¸»³<¼¾½�À�Ð�½7²Y³®ß�À Ö Ç+³<Â»À�ÄF¸»½�×ÙÃVÄ]Ä]À+·XÅ�¸»¼�Æt½7À

Πxy = −η∂ux/∂y
Ó���²Y³´ÐqÃVÄT½7ÀV·À+Ð�½�Ö&ÀÒÃ+¶Y¶"³<Ã�·¹¸�¼YÆkÀV¼w½¹²Y³Ï·7¸�Æ+²¾½�²�Ã�¼�Å
¿7¸�Å�³�À�Ð ñ z{Ó î+ð+ó&Ã�·¹¸�¿7³<¿�ÐÚ·7ÀVºN¿7ÁYºtºÒ¸�¼YÆtÀ Ç+³<·c½¹²Y³Ä]À+¼¾½7·¹¸�ÝYÁ�½7¸�À+¼{¿�À�Ð£½7²Y³Ï½�Ö&ÀÒÄ]À+ºt¶"À+¼Y³<¼V½X¿ ñ ↑ Ã+¼�Å ↓ óTÓ��¼�Å�³<·�¿�½XÃ ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹×ÌÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿ ñ z�Ó�î W ó&Ý"³<ÄFÀVºt³<¿

p

m
· ∂δf
∂r

=
py

m

(

∂ux

∂y
px

)

f0(1 − f0)

kT
= −I [δf ].

ñ z�Ó�îV÷+ó
��¼áÀV·¹Å�³<·Ò½7ÀH³<¿I½¹Ã+ÝYÂ�¸�¿7²\½¹²Y³SÄFÀV¼�ÄF³<¶�½wÀ�ÐÏÃ�Ç¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿t·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼\½7¸�ºÒ³ØÂ�³F½wÁ{¿tºtÃ+Ë+³ØÃ·¹³]ÂÈÃ µYÃ�½7¸�À+¼G½7¸�ºÒ³ÙÃ�¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ�½7¸�À+¼S½¹Às½7²Y³ÙÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼G¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â.Ö�¸»½7²âÃs·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼S½7¸�ºt³
τη
ÕYÖ�²Y¸ÈÄX²Ù¸È¿�¿7ÀÒÐqÃ�·�Ã�¼
ÁY¼YËE¼YÀ Ö�¼sÑ¾Á�Ã�¼¾½¹¸�½�×VÕ

I [δf ] ≈ δf

τη
.

ñ z{Ó î6�Vó
��²�³�ÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼Ì¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â ñ z{Ó î6�+ó�½¹À+ÆV³F½7²�³]·cÖ�¸»½7² ñ z�Ó�îV÷ ó�Ã�¼�Å ñ z�Ó�î�ð+óc×E¸»³<Â�ÅY¿�½7²�³�ÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×

η = 2τη

∫ Å
p

(2π~)3

(pxpy

m

)2 f0(1 − f0)

kT
.

ñ z{Ó î6yVó
��¼¾½¹·7À�Å�Á�Ä]¸»¼�Æk½¹²Y³´¿¹Ä]Ã�ÂÈÃ�·�¶Y·¹À�Å�Á�ÄF½

〈A,B〉p =

∫ Å
p

(2π~)3
ABf0(1 − f0)

ñ z{Ó ïVíVó
Ã+¼�Åt½¹²Y³�¼�À�½¹Ã�½7¸�À+¼

X = pxpy/m
Õ¾Ö&³�ºÌÃf×k·¹³]Ö�·¹¸»½7³���Ñ"Ó ñ z�Ó�î�y+óc¸»¼Ê½7²Y³�ÄFÀ+ºt¶�ÃVÄT½�ÐÚÀ+·¹º
η ≡ 2τη

kT
〈X,X〉p ,

ñ z{Ó ï W ó
½¹²�Ã ½£Ö�³�Ö�¸»Â�Â+Á{¿I³&Ã+¿�Ã�#63/ÞÅ!;. +À./'"!ÒÐÚÀV·*½7²�³�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼�½¹¸»ºt³

τη
¸»¼´½7³]·¹ºÌ¿*À+Ð�½7²Y³�Ç¾¸È¿¹ÄFÀV¿7¸»½�×+ÕÃ+Â�¿7ÀtÖ�²Y³]¼sÖ&³ÏÖ�¸»Â�Â�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂÈÃ ½7³�¸»½�Á�¿I¸�¼YÆt½¹²Y³ÏÐÚÁYÂ�Â�ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼�Ã+Â"¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â(Ó

ò�³%Ö�Ã�¼¾½�¼YÀ ÖA½¹Àt³]Ç Ã�Â�Á�Ã ½¹³Ï½7²Y³%·XÃ ½¹¸»ÀtÝ"³F½�Ö&³]³<¼Ù½¹²Y³%ÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×wÃ�¼{ÅÊ½¹²Y³Ï½7À+½¹Ã+Â*¶�Ã�·7Î½¹¸�Ä]Â»³´ÅY³]¼�¿7¸�½�×ÙÀ�Ð�½7²Y³Ï½�Ö&ÀÌÄFÀ+ºt¶"À+¼Y³<¼¾½¹¿<Õ
n 7��87 = 2

∫ Å
p

(2π~)3
f0.

ñ z{Ó ï¾î+ó
��²�³ÙÃ�¼�Æ+ÁYÂÈÃ�·k¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ ½¹¸»ÀV¼�¸�¼âºtÀ+ºt³<¼V½¹ÁYº ¿I¶{Ã+ÄF³Ê×¾¸�³]ÂÈÅY¿ÒÃsÐqÃ+ÄF½7ÀV·®À�Ð

1/15
Õ£Ã+¼�Å�½7²Y³·¹³<¿7ÁYÂ»½�Ä]Ã+¼ÙÝ"³%Ö�·7¸»½I½¹³]¼s¸�¼Ê½¹²Y³ÏÐÚÀ+·¹º

η

n 7��87 =
2

5
τη

∫∞

0 ε5/2f0(1 − f0)dε
∫∞

0
ε3/2f0(1 − f0)dε

.
ñ z{Ó ïVïVó

Ô�¼�Ã�Â�×¾½7¸ÈÄ�³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼�¿£ÐÚÀ+·�½7²Y³�¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�ÂÈ¿.À�Ä]Ä]ÁY·7·¹¸�¼YÆ%¸»¼ ñ z�Ó ï+ï+ócºÌÃf×®Ý"³�À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅtÖ�²Y³]¼
kT

¸�¿&³<¸�½¹²Y³]·�¿IºÌÃ+Â»Â~À+·&ÂÈÃ�·¹Æ+³�Ä]À+ºt¶�Ã+·7³ÉÅt½7Àk½7²Y³ÏöY³<·7ºt¸~³]¼�³]·¹Æ+×
ε ó = ~

2k2ó /2m Õ¾Ö�²Y³]·¹³
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ñ ê¸ëµì��sÝsÝ1�Vî�ñ ê9ëN��ìò�"ðµëÚñ ê"Ü'&4��ìÁ��ñ�Üs�"�%�Z�
½¹²Y³wºÌÃ�ÆV¼Y¸�½¹Á�Å�³wÀ+Ð�½¹²Y³Ùö�³]·¹ºt¸cÖ&ÃfÇV³ÌÇ+³ÉÄT½7ÀV·

k ó ¸�¿®Æ+¸�Ç+³]¼8ÝE× k3ó = 3π2n 7��97 Ó ò?²Y³<¼½¹²Y³
½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³
¸È¿kºkÁ�ÄX²\ÂÈÃ�·¹Æ+³<·®½¹²�Ã�¼5½7²�³
ö�³]·¹ºÒ¸�½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³
T ó = ε ó /k Õ.½7²Y³³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYºCÅY¸�¿I½7·¹¸»Ý�Á�½7¸�À+¼ ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼?¸È¿

f0 ' exp[(µ − ε)/kT ]
Õ�Ö�¸�½¹²

µ
Ý"³]¸�¼YÆH½¹²Y³ÄX²Y³<ºt¸�Ä<Ã�Â�¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÕYÃ�¼�Å ñ z{Ó ïVï+ó�Ý{³ÉÄFÀVºÒ³É¿

1

τη
=
n 7��97 kT
η

.
ñ z�Ó ï�zEó

Ô&½�Â�À Ö?½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿ ñ
T � T ó ó�Ö�³%Ä<Ã�¼ÙÃ+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹³ f0(1− f0) ≈ δ(ε− εF)

Ã+¼�ÅÀVÝ�½¹Ã+¸»¼ÙÐÚ·7ÀVº ñ z{Ó ïVï+ó�½7²{Ã ½
1

τη
=

2

5

n 7��87 ε ó
η

.
ñ z�Ó ïVòVó


|÷:�T÷%ø ��k%i�yugCi�k(x1ù­g��®mp�{hjkN�Gg��
� }�m8i
ò�³Ò¿7²�Ã+Â»Â�¼YÀ ÖéÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³´½¹²Y³tÇ¾¸È¿¹ÄFÀV¿7¸»½�×
À+Ð�ÃÙ²YÀ+ºtÀ+ÆV³]¼Y³<À+Á�¿�ÆVÃV¿�Á�¿7¸�¼YÆ
ÃÙÇ Ã�·¹¸�Ã�½7¸�À+¼�Ã+Â¶Y·¹¸�¼�ÄF¸�¶YÂ�³ÏÄ]À+ºtºtÀ+¼YÂ�×w³<ºÒ¶�Â»À ×V³<ÅÙ¸»¼
½7·XÃ�¼{¿I¶"À+·7½�½¹²Y³]ÀV·7×VÓ.ù�³]Í�¼Y¸�¼YÆt½7²Y³%ÀV¶{³<·¹Ã�½7ÀV·

H [Φ] =
I [Φ]

f0 (1 − f0)
,

ñ z�Ó ï+ð¾ó
½¹²Y³wÂ�¸»¼Y³ÉÃ�·¹¸»Û<³<Å8	&À+Â»½7Û<ºtÃ+¼Y¼8³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ ñ z{Ó î¾÷fóÏ²�Ã+¿%½7²Y³ÌÐÚÀV·7ºëÀ�Ð�ÃsÂ�¸»¼Y³ÉÃ�·ÉÕ�¸�¼Y²YÀVºtÀ+Æ+³]Î¼Y³<À+Á�¿´¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â.³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼�Õ

X = H [Ψ]
Õ�Ö�²Y³]·¹³

X = pxpy/m
Ã�¼�Å

H
¸È¿®Ãs¶"ÀV¿7¸�½¹¸»ÇV³¿7³]ºt¸»Î-Å�³]Í�¼Y¸»½7³�)Ü. !N3(� 5 ÀV¶{³<·¹Ã�½7ÀV·�ÃVÄT½¹¸»¼YÆtÀV¼Ê½¹²Y³ÏÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

Ψ =
kT

∂yux
Φ.

ñ z�Ó ï¾÷+ó
��¿I¸�¼YÆÒ½7²Y¸È¿�Ä]À+ºt¶�Ã+ÄF½�¼YÀ�½XÃ ½7¸�À+¼�ÕE½7²Y³%ÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×wÄ<Ã�¼
Ý{³%Ö�·¹¸�½7½7³<¼
¸�¼
½7²Y³ÏÐÚÀV·7º

η =
2

kT
〈Ψ, H [Ψ]〉p .

ñ z�Ó ï6�¾ó
ò�³Ù¼�À�½7³
¸�¼\¶�ÃV¿7¿7¸»¼�ÆS½7²{Ã ½Ò½7²Y³Ø¿¹Ã�ºt³Ù¿I½7·XÃ ½¹³]Æ+×8ÀVÁ�½7Â�¸»¼�³<Å\Ã+Ý{À ÇV³ÊÄ]Ã+¼\Ý"³
Ã+¶Y¶YÂ�¸»³ÉÅH½¹ÀÀVÝ�½¹Ã+¸»¼áÀ�½¹²Y³]·t½¹·¹Ã+¼�¿7¶{ÀV·I½wÄFÀE³4�ÌÄ]¸»³<¼¾½¹¿t¸�¼á½7²Y³sÐÚÀV·7ºCÀ�Ð%¿7Ä<Ã�ÂÈÃ�·t¶Y·¹ÀEÅYÁ�ÄT½X¿tÀ�Ð%¿IÁY¸»½¹Ã+ÝYÂ�³Å�·¹¸�Ç¾¸�¼YÆ�½7³<·7ºÌ¿tÖ�¸»½7²á½¹²Y³SÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼ ¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â(å
½7²Y³ØÂ�¸»¼�³<Ã�·¹¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼5À+Ð�½¹²Y³�	&À+Â»½7Û<ºtÃ+¼Y¼³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼HÖ�¸»½7²\·7³É¿I¶"³<ÄF½®½7ÀS½7²Y³Ù³]Â�³<ÄT½¹·7¸ÈÄÌÍ{³]ÂÈÅHÀ+·®½7²Y³Ê½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³ÊÆ+·XÃ+Å�¸�³]¼¾½kÃ+Â»Â�À Ö�¿ÀV¼Y³t½7ÀØ³]µ¾½¹·¹ÃVÄT½´·¹³<¿7¶{³ÉÄT½¹¸»ÇV³]Â�×Ø½7²Y³Ê³]Â�³<ÄT½¹·7¸ÈÄ]Ã+Â�Ã�¼{Å�½¹²Y³]·¹ºÌÃ�Â�Ä]À+¼�ÅYÁ�ÄT½¹¸»ÇE¸»½7¸�³<¿<ÓÙÔ±Â�À Ö�³<·Ý"À+ÁY¼{ÅÌÀ+¼t½¹²Y³�ÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×tÄ]Ã+¼ÌÝ{³�ÐÚÀ+ÁY¼�ÅwÁ�¿I¸�¼YÆ®½7²Y³Ï��ÄX²EÖ&Ã+·7Û�¸�¼Y³<Ñ¾Á�Ã+Â»¸»½�×+ÕV½7²�Ã�½�³<¼�¿IÁ�·7³É¿

〈φ,H [φ]〉p 〈Ψ, H [Ψ]〉p ≥ 〈φ,H [Ψ]〉2p
ñ z�Ó ï6y¾ó

ÐÚÀV·ÏÃ+¼E×Ø½7·¹¸�Ã+Â£ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼
φ
ÓÊÞ�²YÀEÀ¾¿I¸�¼YÆ

φ = X
Õ~½7²Y³ÌÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×SÄ<Ã�¼GÝ{³wÃ+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹³<ÅÝE×Ì½¹²Y³%Â»À Ö&³]·�Ý"À+ÁY¼{Å

η &
2

kT

〈X,X〉2p
〈X,H [X ]〉p

.
ñ z�Ó zVí¾ó

��²Y³Ò³Fµ�¶YÂ�¸ÈÄF¸»½�ÐqÃ+ÄF½7ÀV·�À+Ðc½�Ö�ÀÙ¸»¼S½7²Y³Ò¼EÁYºt³]·XÃ ½7ÀV·�À+Ð ñ z{Ó z¾í+ó�Ã+·7¸È¿7³<¿�ÐÚ·¹À+ºM¿7ÁYºtºt¸»¼YÆÙ½7²�³Ä]À+¼¾½7·¹¸»Ý�Á�½7¸�À+¼�¿£À+Ð�½7²�³�½�Ö&ÀÏÄFÀ+ºt¶"À+¼Y³<¼¾½¹¿<Ó£��²Y³�Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�ÅY¸»¼YÆ�ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿£·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼´·XÃ ½¹³¸È¿&½7²Y³<¼
1

τη
=

〈X,H [X ]〉p
〈X,X〉p

,
ñ z�Ó z W ó



�
� Ú10 ñ �`ð4íjï"�æì��1� ��21�9ëÚñ íjê�ëÚñ��j� �$�

Ö�²�¸�ÄX²w¸È¿�¿7³]³<¼Ò½7À´Ý"³�¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³]¼¾½&À�Ð~½7²Y³�¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼tÀ+Ð
X
Ó£��²Y³�Í�¼�Ã�Â{³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿I¸�À+¼ñ z�Ó zVí+ó�¸È¿�½7²EÁ�¿ÏÃ�¼�Ã�¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ�½7³´³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼*Õ"À+Ý�½XÃ�¸�¼Y³<Å�Ý¾×SÃw½7·¹¸�Ã+Â£ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼G¶�·7ÀV¶{ÀV·IÎ½¹¸»ÀV¼�Ã�Â�½¹À

vypx
Õ�ÝYÁ�½´¸»½Ï¸È¿ÏËE¼YÀ Ö�¼ ² ð+ï ´ ½7ÀØÅ�¸»Ü"³<·´Ã ½%²Y¸�Æ+²8Ã�¼�Å�Â»À Öé½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿�ÝE×ÀV¼YÂ�×SÃÌÐÚ³]Öé¶{³<·�Ä]³]¼¾½�ÐÚ·¹À+º¬½¹²Y³kÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×
À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅØÐÚ·¹À+º¬½7²Y³Ò³FµYÃVÄT½�¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼SÀ�Ð.½¹²Y³	&ÀVÂ�½¹Û]ºÌÃ�¼Y¼s³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼�Ó��²�³ÏÑ¾Á�Ã+¼¾½7¸»½�× 〈X,X〉p

Ã�¶Y¶"³<Ã+·7¸�¼YÆÒ¸»¼Ù½7²�³´Å�³]¼YÀVºt¸»¼�Ã�½7ÀV·&À+Ð ñ z�Ó z W ó&Ä]Ã+¼ÙÝ"³´Ä]Ã+Â�Ä]Á�ÎÂÈÃ ½¹³<ÅsÃ�¼{Ã�Â�×V½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×Ì¸�¼
½7³<·7ºÌ¿�À�Ð£½7²�³´öY³]·¹ºt¸�¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â
fn(z) =

∞
∑

l=1

(−1)l+1 z
l

ln
=

1

Γ(n)

∫ ∞

0

Å
t

tn−1

z−1
³
t + 1

,
ñ z{Ó zEî+ó

Ö�²�³]·¹³
Γ(n)

¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³É¿
½7²Y³5ôÏÃ+ºtºtÃ ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼*Ó1��¼¾½7·¹À�Å�Á�Ä]¸»¼YÆ ½¹²Y³HÐÚÁYÆ¾Ã+ÄF¸»½�×
z0 =

exp(µ/kT )
Ö&³�Í�¼�Å

〈X,X〉p =
kT

3m

∫ ∞

0

Å
p

(2π~)3
p2f0 =

( m

2π~

)3/2

(kT )7/2f5/2(z0).
ñ z{Ó z¾ïVó

��²�³�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7¸�À+¼tÀ�Ð 〈X,H [X ]〉p
¶Y·¹À�ÄF³]³ÉÅY¿cÃV¿.¸»¼w��³FÐ�Ó$² ð Wµ´ Ö�²Y³<·7³�Ã%¿7¸�ºÒ¸�ÂÈÃ�·�Ñ¾Á�Ã+¼�Î½¹¸�½�×
Ö�Ã+¿�³]Ç Ã+Â»Á�Ã�½7³ÉÅÙ¸�¼
½7²Y³kÄ]Ã+¿7³ÏÀ�Ð.¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆtÝ{³]½�Ö�³<³]¼s¸�ÅY³]¼¾½7¸ÈÄ]Ã+Â*Ý{À¾¿IÀV¼�¿�Ã+Ý{À ÇV³�½¹²Y³	&À¾¿I³]Î(�c¸�¼�¿I½7³<¸»¼ÒÄFÀ+¼{Å�³]¼�¿¹Ã ½¹¸»ÀV¼%½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³+Ó£��À�ºÌÃ�Ë+³�Ã�Ä]À+¼Y¼�³<ÄT½¹¸»ÀV¼®Ö�¸»½7²k½7²Y³&·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿¶�·7³É¿I³<¼V½¹³<Å�¸�¼8½7²�Ã�½´¶�Ã�¶"³]·ÉÕ�Ö&³Ì¼YÀ�½¹³t½7²�Ã�½´½7²�³ÊÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼�¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â.¸È¿%¸�¼¾Ç Ã+·7¸ÈÃ�¼¾½%ÁY¼�Å�³<··¹À�½XÃ ½¹¸»ÀV¼�¿Ï¸»¼8ºtÀ+ºt³<¼V½¹ÁYº1¿7¶�Ã+Ä]³+Õ�Ã+¼�ÅG½7²Y³Ì¼EÁYºt³<·7¸ÈÄ]Ã+Â.ÇfÃ+Â»Á�³ÒÀ+Ð 〈X,H [X ]〉p

Ö�¸�Â»Â.Ý"³Á�¼�ÄX²�Ã�¼�Æ+³<ÅÙÖ�²Y³<¼
³<Ç Ã�Â�Á�Ã ½¹³<ÅÙÖ�¸�½¹²
ÀV¼Y³ÏÀ�Ð£½7²Y³ÏÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸�¼YÆ®½�Ö&ÀÒ½7·¹¸�Ã+Â~ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼�¿<Õ
3p2

z − p2 À+· √
12pxpy,

ñ z{Ó zdz¾ó
½¹²Y³&¶{ÀVÂ»×E¼YÀVºÒ¸ÈÃ�ÂÈ¿�Ý{³<¸»¼YÆ�·7³É¿I¶"³<ÄF½7¸�Ç+³<Â»×Ï¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼�Ã+Â�½¹À�½7²�³&¿7¶Y²Y³<·7¸ÈÄ]Ã+Â+²�Ã+·7ºtÀ+¼�¸�Ä

Y m=0
l=2Ã+¼�Ås½¹Àw½7²�³k¼YÀV·7ºÌÃ+Â»¸�Û]³ÉÅÙÂ�¸�¼Y³<Ã+·�Ä]À+º®Ý�¸»¼�Ã�½7¸�À+¼

(Y m=2
l=2 − Y m=−2

l=2 )/
√

2
ÓÏ�EÁYÝ�¿I½7¸»½7Á�½¹¸»¼�Æ	&À¾¿I³�Å�¸�¿I½7·¹¸�ÝYÁ�½7¸�À+¼{¿�Ö�¸»½7²söY³<·7ºt¸"À+¼Y³É¿]Õ�Ã+¼�Åw¼YÀ+½7¸�¼YÆ´½¹²�Ã ½�½¹²Y³�¿IÎ-Ö&ÃfÇV³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ®ÄF·¹ÀV¿¹¿¿7³<ÄF½7¸�À+¼ÒÐÚÀ+·�¸�Å�³<¼¾½7¸ÈÄ]Ã�Â�Ý{À¾¿IÀV¼�¿.¸È¿�½�Ö�¸�Ä]³�½7²Y³�À+¼Y³�ÐÚÀV·�Å�¸È¿�½¹¸»¼YÆVÁY¸È¿I²�Ã+ÝYÂ�³�¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿<Õ�Ö&³�Í�¼�Å

〈X,H [X ]〉p =
8

5π3m3
(mkT )11/2σ(0) · Ia(T ),

Ö�²�³]·¹³
σ(0) = 4πa2 ¸È¿&½7²Y³%¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã�½7³ÉÅÊÄF·¹ÀV¿¹¿IÎ-¿7³<ÄF½7¸�À+¼ÊÃ�½�Û<³]·¹Àk³<¼Y³]·¹Æ+×wÃ+¼�Å Ia(T )

¸È¿�Ã½¹²Y³ÏÐÚÀ+Â�Â�À Ö�¸»¼YÆ&z+Î-Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼�Ã+Â"¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â(å
Ia(T ) =

∫ ∞

0

Å
x0

∫ ∞

0

Å
xr

∫ 1

0

Å
y

∫ 1

0

Å
y′ x2

0

x7
r

1 + x2
r

T
Ta

(

1 + y2 + y′2 − 3y2y′2
)

F.


�³]·¹³%Ö�³Ï²�ÃfÇV³�¸�¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF³ÉÅw½¹²Y³´ÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½7³<·7¸È¿I½7¸ÈÄ�½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³
kTa =

~
2

ma2

ñ z{Ó zEò+ó
Ã+¼�Å�½7²�³cÅ�¸»ºt³<¼�¿I¸�À+¼�Â»³É¿7¿�Ç Ã+·7¸ÈÃ�ÝYÂ�³<¿

x0 = |p+p1|/(4mkT )1/2 Ã+¼�Å xr = pr/(mkT )1/2 Óö£¸�¼�Ã�Â�Â�×+Õ�Ö&³®²�ÃfÇV³®Å�³FÍ{¼Y³<Å
y = cos θr

Õ"Ö�²�³]·¹³
θr
¸È¿�½7²Y³Ò¶{ÀVÂ�Ã+·�Ã+¼YÆ+Â�³´ÐÚÀV·7ºt³<ÅSÝ¾×
½¹²Y³ÇV³<ÄF½7À+·

pr
Ö�¸»½7²Ø½¹²Y³

z
Ã�µ�¸�¿ ñ ¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·�·7³<Â�Ã�½7¸�À+¼�¿�²YÀVÂ�Å
ÐÚÀV·�½7²�³´¶Y·¹¸»ºt³<ÅsÇ Ã+·7¸ÈÃ�ÝYÂ�³<¿XóTÕ{Ã�¼�Å

F (x0, xr, y, y
′)
¸È¿�³<Ñ¾Á�Ã�Â~½¹À

f0f0
1 (1 − f0′)(1 − f0′

1 )
Ó��¼ ½¹²Y³�ÄFÂÈÃ+¿¹¿7¸�Ä<Ã�Â�Â�¸»ºt¸»½<Õ

T � T ó Õ�Ö�³ØºÌÃf×\Ã+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹³ F ≈ f0f0
1

Ã�¼�Å5½¹²Y³
z+Î-ÅY¸»ºt³]¼{¿I¸�À+¼�Ã+Â�¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â"ÐÚÁYÂ�Â�×ÙÅ�³ÉÄFÀ+Á�¶YÂ»³É¿�×E¸»³<Â�Å�¸�¼YÆ

I
ú(û ï è�èa (T ) =

√
πz2

0

σ̄

4πa2
.
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�
ñ ê¸ëµì��sÝsÝ1�Vî�ñ ê9ëN��ìò�"ðµëÚñ ê"Ü'&4��ìÁ��ñ�Üs�"�%�Z�

�³]·¹³

σ̄
¸�¿�Ã�¼
³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³%ÄF·¹ÀV¿¹¿&¿7³<ÄF½7¸�À+¼*Õ�Ö�²Y¸�ÄX²sÅ�³<¶{³<¼�ÅY¿�ÀV¼Ê½¹²Y³%·¹Ã�½7¸�À

T/Ta
å

σ̄ =
4πa2

3

∫ ∞

0

dx x7

³ −x2

1 + x2 T
Ta

.
ñ z�Ó zVð¾ó

ö�À+·
T � Ta

Ö&³kÀVÝ�½¹Ã+¸»¼GÐÚ·7ÀVº ñ z{Ó z¾ð+ó�½7²Y³wÄ]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â�·¹³<¿7ÁYÂ»½
σ̄ = 4πa2 Õ*Ö�²�¸»Â�³t¸»¼�½7²�³ÀV¶Y¶{À¾¿I¸»½7³ÏÂ�¸»ºt¸»½<Õ

T � Ta
ÕY��Ñ"Ó ñ z�Ó zVð+ó&×E¸�³]ÂÈÅY¿

σ̄ = 4πa2 Ta

3T
=

2

3
· 2π~

2

mkT
,

ñ z�Ó zE÷+ó
Ö�²Y¸ÈÄX²H¸È¿´¿I³<³]¼8½¹ÀØÝ{³Ù¸»¼�ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼¾½®À�Ð�½7²�³Ê¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆØÂ»³<¼YÆ�½¹²

a
Ã�¼{Å�Õ£Ã+¶�Ã�·7½%ÐÚ·¹À+º Ã¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�ÂEÄFÀV¼�¿I½¹Ã�¼¾½ÉÕ ³<Ñ¾Á�Ã�Â¾½¹À�½¹²Y³&¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³�À+Ð�½¹²Y³�½¹²Y³]·¹ºÌÃ�Â�Å�³�	&·7ÀVÆ+Â�¸»³�Ö&ÃfÇV³]Â�³]¼YÆ+½7²*å�¸�¼½¹²Y³ÏÁY¼Y¸»½¹Ã�·¹¸»½�×ÌÂ»¸�ºt¸�½ÉÕ�Ö�²Y³]·¹³ |a| ½7³]¼{ÅY¿&½7ÀÒ¸»¼YÍ�¼Y¸»½�×+Õ�½¹²Y³�Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<ÅÊÇ¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ�½7¸�À+¼·XÃ ½¹³&Ã+¶Y¶Y·¹ÀVÃ+ÄX²´Ã�Í�¼Y¸»½7³�Ç Ã�Â�ÁY³&½7²{Ã ½.Å�³]¶"³]¼�Å�¿�À+¼´½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³VÕ+¿I¸�¼�Ä]³�½¹²Y³�ÄF·¹ÀV¿¹¿�¿7³<ÄF½7¸�À+¼¸�¼Ê½¹²Y¸È¿�Ä]Ã+¿7³�¸�¿�Å�³]½7³<·7ºt¸�¼Y³<ÅÙÝE×Ì½7²Y³�½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â�ÇfÃ+Â»Á�³�À+Ð�½7²�³%Ö&ÃfÇV³�¼EÁYº®Ý"³]·

pr/~
ÐÚÀ+·�½7²�³·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³�ºtÀ�½¹¸»ÀV¼*Ó��²Y³%ÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×wÃV¿�Æ+¸�Ç+³]¼
¸�¼ ñ z�Ó zVí+ó&¸È¿�¸�¼Ù½¹²Y³´ÄFÂÈÃ+¿¹¿7¸�Ä<Ã�Â~Â»¸�ºt¸�½

T � T ó ³<Ñ¾Á�Ã+Â�½7À
η ú(û = 5

√
π

8

√
mkT

σ̄
.

ñ z�Ó zd�¾ó
Ã+¼�ÅÙ½7²Y³´ÇE¸È¿7Ä]À+Á�¿�·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼
·¹Ã�½7³%³]µE¶�·7³É¿7¿7³<ÅÙ¸»¼s½¹³]·¹ºÌ¿�À�Ð�½7²�³´ÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×wÁ�¿7¸»¼�Æ ñ z�Ó ï�z¾ó¸È¿&½7²Y³<¼

1

τη ;=< =
8

5
√
π
n 7��97

(

kT

m

)1/2

σ̄.
ñ z�Ó zdy¾ó

Ô&½�Â�À ÖA½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³É¿]Õ
T � T ó Õ�ÀV¼Y³%³Fµ�¶"³<ÄF½¹¿�ÀV¼sÆ+³]¼�³]·XÃ�Â�Æ+·¹À+Á�¼�ÅY¿&½7²{Ã ½ 1/τη ∝

T 2 ÅYÁY³%½7Àt½¹²Y³´·¹³<¿I½7·¹¸�ÄF½7¸�À+¼�¿�ÀV¼s½7²Y³kÃfÇfÃ+¸»ÂÈÃ�Ý�Â»³Ï¶Y²�ÃV¿I³´¿7¶�ÃVÄF³´Ä]Ã+Á�¿7³<Å
ÝE×w½7²�³´À�Ä]ÄFÁ�¶Y¸»³ÉÅ¿I½¹Ã�½7³<¿<Õ�½7²Y³S¿7À�Î�Ä]Ã+Â»Â�³<Å\ã�Ã+ÁYÂ�¸�ÝYÂ»À�ÄXËE¸�¼YÆ�Ó?��²Y³ØºÌÃ�ÆV¼Y¸»½7Á�Å�³ØÀ+Ð
1/τη

Å�³]¶"³]¼{ÅY¿ÌÀ+¼5½7²�³Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼YÂ�³<¿¹¿®Ñ¾Á�Ã+¼V½¹¸�½�×
γ = (k ó a)2 = 2T ó /Ta

ÓS��²�³ÙÄFÀV·7·¹³<¿7¶"À+¼�Å�¸�¼YÆsÇ Ã�·¹¸�Ã�½7¸�À+¼�Ã+Â¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼ ½¹À8½7²Y³S��Ã�¼�ÅYÃ+Á�Î�	�ÀVÂ�½¹Û]ºÌÃ�¼�¼5³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼ À�Ð´Ã8öY³<·7ºt¸�Â»¸ÈÑ¾ÁY¸�Å ñ ¿I³<³S��³FÐ�Óæ² ðVï ´ Õ�E³ÉÄ�ÓYð�Ó îYÓ W ó�×E¸�³]ÂÈÅY¿
1

τη
= 2π

kT 2

~Ta
F (γ),

ñ z�Ó�ò�í¾ó
Ö�²Y³<·7³�½¹²Y³ÏÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

F (γ)
¸�¿�ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾×w½7²Y³%¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â

F (γ) = 2

∫ 1

0

dx
x5

√
1 − x2

1

1 + γx2
,

ñ z�Ó�ò W ó
½¹²Y³�ÇfÃ+·7¸ÈÃ�Ý�Â»³

x
Ý{³<¸»¼�Æ�³ÉÑ¾Á�Ã�Â¾½7À�½¹²Y³�¿I¸�¼Y³�À�Ð"²�Ã�Â»Ð�½¹²Y³�Ã�¼YÆVÂ»³&Ý{³]½�Ö�³<³]¼k½7²Y³�½�Ö&À�¸»¼�Ä]À+ºt¸�¼YÆ¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³.ºtÀVºÒ³<¼¾½¹Ã�¸�¼´Ã�ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼*Ó���²�³.ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

F (γ)
Å�³ÉÄF·¹³<Ã+¿7³<¿~ºtÀV¼YÀ�½¹À+¼Y¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×�ÐÚ·¹À+º½¹²Y³

γ = 0
Ç Ã+Â»ÁY³

F (0) = 16/15
½¹À�¸»½¹¿®ÃV¿I×Eºt¶�½¹À�½7¸ÈÄÌ³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼

F (γ) ' 4/3γ
ÐÚÀV·

γ � 1
Ó��¼Ø½¹²Y³®ÁY¼�¸�½XÃ�·¹¸�½�×
Â»¸�ºt¸�½ ñ |a| → ∞ ó�½7²�³´ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼Ù·XÃ ½¹³ ñ z�Ó�ò�í+ó�Ý{³ÉÄFÀ+ºt³É¿¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³]¼¾½�À+Ð�½7²Y³%ºÌÃ�ÆV¼Y¸»½7Á�Å�³®À�Ð£½7²Y³®¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆtÂ�³]¼YÆ+½7²*Õ"¿I¸�¼�Ä]³

F (γ)
¸»¼s½¹²Y¸�¿�Â»¸�ºt¸�½¸È¿Ò¶Y·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Âc½7À

1/a2 ÓH��¼5Æ+³<¼Y³]·XÃ�Â(Õ�Ö�²Y³]¼\½7²Y³s¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ�Â�³]¼YÆ+½7² Å�¸»ÇV³]·¹Æ+³É¿]Õ£½7²�³Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<Åk·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼Ò·¹Ã�½7³&½7³<¼�ÅY¿�½¹À´Ã�Í�¼Y¸»½7³�Ç Ã+Â»ÁY³�Ö�²Y¸ÈÄX²ÌÅ�³]¶"³]¼{ÅY¿cÀV¼k½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³VÓ��²Y³�Ç Ã�Â�ÁY³�À�Ð
1/τη

Ã�½�ÁY¼Y¸»½¹Ã+·7¸»½�×ÒÇfÃ+¼Y¸È¿I²Y³É¿�ÃV¿
T 2 Ã ½�Â�À Ö ½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³É¿�Ã+¼�ÅwÃ+¿ T−1/2Ã�½�²�¸»ÆV²Ù½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³É¿]Ó��¼G½7²Y³Ò¸»¼¾½¹³]·¹ºÒ³ÉÅ�¸ÈÃ ½7³k½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³k·¹³]ÆV¸»ÀV¼s½7²Y³tÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×ØÄ]Ã+¼SÝ"³tÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<Å�¼¾ÁYÎºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×+Õ�Ã�¼�Å�¸»¼8ö£¸»Æ{ÓNz�Ó W Ö&³k¶YÂ�À�½%ÀVÁY·�·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿�ÐÚÀ+·�½7²�³ÒÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×ØÃV¿�ÃwÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼�À�Ð
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³�z{Ó W å���²Y³ÒÇ¾¸È¿¹ÄFÀV¿7¸»½�×
η
ÐÚÀV·�ÃÊÁY¼Y¸»ÐÚÀ+·¹º¬Æ¾Ã+¿�Ã+¿�ÃÌÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼GÀ�Ð.½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³´ÐÚÀV·

k ó |a| = 4.5
Õ{¸»¼ØÁ�¼Y¸�½X¿�À+Ð

η ú(û (T ó ) Õ�½7²Y³kÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+Â*Ç Ã�Â�ÁY³%À�Ð�½7²�³´ÇE¸�¿¹ÄFÀ¾¿I¸»½�×Ê³<ÇfÃ+Â»Á{Ã ½7³ÉÅsÃ ½½¹²Y³kö�³]·¹ºt¸*½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³
T = T ó ÐÚÀ+·�Ã�¼Ø³]¼�³]·¹Æ+×¾Î(¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼V½�¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆwÄ]·7À¾¿7¿�¿I³ÉÄTÎ½¹¸»ÀV¼*Ó.��²Y³�¸�¼�¿I³]½�¸�Â»Â�Á�¿I½7·XÃ ½7³É¿£½7²Y³�Â»À Ö�Î(½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³

T−2 Å�³]¶"³]¼{Å�³]¼�Ä]³�À�Ð"½7²Y³�Ç¾¸È¿¹ÄFÀV¿7¸»½�×+Ó

½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³
ÐÚÀ+·t½¹²Y³sÇ Ã�Â�ÁY³
k ó |a| = 4.5

Óá��²Y³s¸»¼�¿7³F½w¿7²YÀ Ö�¿k½7²Y³sÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×HºkÁYÂ�½¹¸�Î¶�Â»¸�³<Å ÝE×
T 2 ¸»¼ À+·XÅ�³<·k½¹ÀG¸�Â�Â»Á�¿I½7·XÃ ½¹³s¸�½X¿ÌÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³]·¹¸È¿�½¹¸�ÄÊÂ»À Ö�Î(½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³ÊÝ"³]²�ÃfÇE¸�À+·ÆV¸»ÇV³]¼SÝE× ñ z{Ó ò+í+óTÓ%�E¸�¼�ÄF³

Ta = 0.1T ó ÐÚÀ+·�½7²Y¸È¿�Ç Ã�Â�ÁY³®À+Ð k ó |a| Õ"½¹²Y³kÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�×sÃ ½�²Y¸�Æ+²½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³É¿c¸È¿�¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼{Ã�Â�½¹À
T 3/2 Ó.��²Y¸�¿�ºÌÃf×kÝ"³�¿7³]³<¼wÝE×ÒÄ]À+º®Ý�¸»¼Y¸�¼YÆ%½¹²Y³�²�¸»ÆV²�Î½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³´·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼sÐÚÀ+·�½¹²Y³®ÇE¸È¿7Ä]ÀV¿7¸�½�× ñ z{Ó zm�+ó�Ã�¼{Å
½7²Y³kÁY¼Y¸»½¹Ã�·¹¸»½�×ÙÂ�¸»ºt¸»½7³ÉÅØ³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³Ä]·7À¾¿7¿IÎ�¿I³ÉÄT½7¸�À+¼ ñ z�Ó zE÷ óFÓ���¼H½¹²Y³ÙÄ<Ã+¿7³wÀ�Ð�³<¼Y³]·¹Æ+×¾Î-¸»¼�ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼¾½k¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ ñ

Ta � T ó ó½¹²Y³%²Y¸�Æ+²�Î(½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³ÏÇ¾¸È¿¹ÄFÀV¿7¸»½�×Ì¸�¿�¶�·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â{½7À
T 1/2 Ó


j÷��T÷�� ��k%i�yugC�{iq��re�%mE��mRx�kNgChn��mRxPr�g��ôm x���mR¦{¦_rez }�m8i
��¼GÀ+·XÅ�³]·�½7ÀsÃ�¶Y¶�Â»×
½7²�³<¿7³®·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿�½¹À
Ãw½7·XÃ�¶Y¶"³<Å�Ã ½7ÀVºt¸�ÄkÄFÂ�À+Á�Å�Õ�Ö&³®¼�À Ö3¸»¼�Ä]Â»Á{Å�³´½¹²Y³²{Ã�·¹ºÒÀV¼Y¸ÈÄ®½¹·¹Ã+¶�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â ñ z�Ó W ó�¸»¼�½¹²Y³Ì³<Ñ¾ÁY¸�Â»¸�ÝY·¹¸»Á�º1öY³<·7ºt¸�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼*ÓÌ��²Y³wÃfÇV³]·XÃ�ÆV³ÇE¸È¿7Ä]À+Á�¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ�½7¸�À+¼Ê·XÃ ½¹³

1/τ
¸�¿�ÅY³FÍ�¼Y³ÉÅÊÝE×

1

τ
=

∫ Å
r 〈X,H [X ]〉p
∫ Å

r 〈X,X〉p
=

〈X,H [X ]〉
〈X,X〉 ,

ñ z{Ó òVî+ó
Ö�²�³]·¹³ 〈. . .〉 Å�³<¼YÀ�½¹³<¿�º®ÁYÂ»½7¸�¶YÂ�¸�Ä<Ã ½¹¸»ÀV¼wÝE× f0(1− f0)

Ã�¼{ÅÌ¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ ½¹¸»ÀV¼tÀ Ç+³]·�½7²Y³�Ö�²YÀ+Â�³À+Ð£¶�²�Ã+¿7³%¿I¶�ÃVÄF³VÕ
〈. . .〉 =

∫ Å
r
Å
p

(2π~)3
f0(1 − f0) . . . .

ñ z{Ó ò+ïVó
��À�½¹³®½¹²�Ã ½Ï½7²�³Ò¿7¶�Ã ½¹¸�Ã+Â.ÃfÇ+³]·XÃ�ÆV³%À�Ð ñ z�Ó z W ó�¸È¿�Ä<Ã�·¹·7¸�³<ÅsÀVÁ�½�ÐÚÀ+·�½7²Y³tÅ�³<¼YÀ+ºt¸�¼�Ã ½¹À+·ÏÃ�¼�Å¼EÁYºt³<·¹Ã�½7À+·Ì¿7³]¶�Ã+·¹Ã�½7³<Â»×VÓ5Ô�¿ÌÅY³]ºtÀ+¼�¿I½7·XÃ ½¹³<Å\¸»¼áÔ�¶Y¶"³]¼{Å�¸�µá	�Õ�½¹²Y¸�¿t¸È¿Ò½7²�³sÑ¾Á�Ã+¼¾½7¸»½�×½¹²�Ã ½�³<¼¾½7³]·X¿�Ã+¿�Ã�¼
³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³Ï·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼w·¹Ã�½7³�Ö�²Y³]¼
Ö&³�½XÃ�ËV³�ºtÀ+ºt³<¼V½X¿&À�Ð�½¹²Y³%ËE¸»¼�³F½7¸ÈÄ³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼S¸»¼�À+·XÅ�³]·�½7ÀÙÅY³F½7³<·7ºt¸�¼Y³´½¹²Y³´ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×ØÃ+¼�ÅSÃ ½7½7³<¼¾Á{Ã ½7¸�À+¼ØÀ+Ð.½7²Y³tÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³
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⊥
τ

k
F
|a|=0.01

T2 T −1

ö£¸�Æ+ÁY·¹³�z{Ó îYå���²Y³ÌÃfÇV³]·XÃ�Æ+³®Ç¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼S·XÃ ½7³
1/τ

Å�¸�ÇE¸�Å�³ÉÅ�ÝE×s½¹²Y³Ò½7·XÃ�¼�¿7Ç+³<·¹¿7³½¹·¹Ã+¶sÐÚ·7³ÉÑVÁ�³]¼�Ä]×
ω⊥

Ã+¿�ÃtÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼SÀ�Ð�½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³+Õ{ÐÚÀ+·
k ó |a| = 0.01

Ó���²Y³®ÃV¿I×Eºt¶�Î½¹À�½7¸ÈÄÌ½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³ÊÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼�ÄF¸�³<¿tÃ+·7³w¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³ÉÅHÝE×�½¹²Y³
Å�Ã+¿7²Y³<Å8Â�¸»¼�³<¿<ÓG��À+½7³Ê½7²�Ã�½½¹²Y³Ò¿7×�¿�½¹³]ºM¸È¿�²Y¸»ÆV²YÂ�×SÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼YÂ�³<¿¹¿]Õ�¿7¸»¼�Ä]³®½¹²Y³ÒºtÃ�µ�¸»ºkÁYºMÇ Ã�Â�ÁY³kÀ+Ð
1/ω⊥τ

¸�¿ÏÃ�Ý"À+ÁY½í�Ó íVí+íVîVò�Ó
ºtÀ�Å�³<¿<Ó���ÁY·�ÅY³FÍ�¼Y¸»½7¸�À+¼�Æ+³]¼�³]·XÃ�Â�¸»Û<³<¿�½¹²Y³´À+¼�³®Ã+Å�ÀV¶�½7³ÉÅs¸»¼G��³FÐ�Ó�² ðVí ´ Õ"Ã+¼�Ås·7³ÉÅ�Á�Ä]³<¿�½¹À¸»½�¸»¼
½¹²Y³%·7³<Â�Ã�µYÃ ½7¸�À+¼Ê½7¸�ºt³´Ã�¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ�½7¸�À+¼

I [p2
z] ≈ (p2

z − p2/3)/τ(r)
å

1

τ
=

〈

1
τ(r)p

4
〉

〈p4〉 .

��²Y³´Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼sÀ�Ð
1/τη

ÐÚÀV·�ÃtÁY¼Y¸»ÐÚÀ+·¹ºNÆ¾Ã+¿�¸�¼¾ÇVÀ+Â�Ç+³ÉÅÊ¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã�½7¸�À+¼
À Ç+³<·&ºtÀVºÒ³<¼¾½7ÁYº¿7¶�Ã+Ä]³%À+¼YÂ�×+Õ"Ã�¼�Å
½¹²Y³´¶Y·¹³<¿7³]¼{ÄF³%À�ÐcÃÒ½¹·¹Ã+¶Y¶Y¸�¼YÆw¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ä<Ã�¼ØÝ"³%½¹Ã+Ë+³]¼Ø¸�¼¾½7ÀwÃVÄ]ÄFÀVÁY¼¾½½¹²Y·7ÀVÁYÆ+²sÃt¿I¶{Ã ½7¸ÈÃ�Â*ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼�ÄF³%À+Ð�½¹²Y³ÏÐÚÁYÆVÃVÄF¸»½�×+Õ
z0 → z(r) = z0

³ −V (r)/kT ,Ö�²Y³<·7³
z0
Å�³<¼YÀ�½¹³<¿.¼YÀ Ö\½7²Y³�ÐÚÁYÆVÃVÄF¸»½�×´¸»¼Ò½¹²Y³�ÄF³<¼¾½7³]·.À+Ð{½¹²Y³�½¹·¹Ã+¶*Ó£��²�³�¸»¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF½7¸�À+¼ÒÀ�Ð½¹²Y³�·¹³<¿¹Ä]Ã+Â»³ÉÅÏÇ Ã�·¹¸�Ã+ÝYÂ»³É¿

r̃i = mωiri
Ã�Â�Â»À Ö�¿�Á�¿�½7À�½7·XÃ�¼�¿IÐÚÀ+·¹ºA½¹²Y³�Ã�¼Y¸È¿IÀ+½7·¹À+¶Y¸ÈÄ�½¹·¹Ã+¶Y¶Y¸�¼YÆ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â~¸�¼V½¹ÀÒÃk¿I¶�²Y³]·¹¸�Ä<Ã�Â"À+¼Y³VÕ

V (r) = r̃2/2m
Õ¾Ã+¼�ÅÌ½¹²Y³ÏÇ¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼Ì·¹Ã�½7³�¸�¿ÐÚÀVÁY¼�Å
¸»¼
½¹³]·¹ºt¿�À+Ð�ò Î-Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼�Ã+Â"¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ ½7¸�À+¼{¿]Õ¾½7²{Ã ½�Ö&³ÏÄ<Ã�·¹·7¸�³<ÅÙÀ+ÁY½�¼EÁYºt³<·7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×+Ó��²Y³S·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿w¿7²YÀ Ö�¼á¸�¼çö�¸�Æ�Ó�z�Ó�î8Ã�¼�ÅáÃ+Â»Â�¿IÁYÝ{¿I³ÉÑVÁ�³]¼¾½ÌÍ�Æ+Á�·7³É¿Ì¸»¼á½¹²Y¸È¿
Þ�²�Ã+¶�½7³<·Ö&³]·¹³�ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<ÅÊÐÚÀ+·�Ãk½7À+½¹Ã�Â�¼EÁYºkÝ{³<·

N
À�Ð�¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�Æ+¸�Ç+³<¼ÊÝE×

N = 2.8× 105 Õ�Ö�²Y¸ÈÄX²·¹³]¶Y·¹³<¿7³]¼¾½X¿%Ã
½�×¾¶�¸�Ä<Ã�ÂcÇ Ã�Â�ÁY³tÐÚÀV·%½7²Y³Ê³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿´À+¼ 6 ��¸c·¹³]¶"À+·7½7³<Å�¸�¼r² W ��Õ W y�Õ£î+í ´ Óò�³�Á�¿7³Ø½¹²Y³S½¹·¹Ã+¶áÐÚ·7³ÉÑVÁ�³]¼�Ä]¸»³É¿ÌÐÚÀ+·Ù½7²�³GÄF¸�ÆVÃ+·IÎ�¿7²�Ã�¶"³<Å ÄFÂ�À+Á�ÅçÀ�Ð�² W � ´ Õ�¸ Ó ³+Ó�Ã�¼çÃ�µ�¸�Ã+ÂÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×
ωz = 2π × 70


�Û
Ã�¼�ÅâÃS½7·XÃ�¼�¿7Ç+³<·¹¿7³tÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF×
ω⊥ = 2π × 1550


�ÛVÕÆV¸»ÇE¸�¼YÆÌÃ�¼sÃ�¼Y¸È¿IÀ+½7·¹À+¶E×t·¹Ã�½7¸�Àt³<Ñ¾Á�Ã�Â~½¹À
λ = ωz/ω⊥ = 0.045

Ó��²Y³t·¹³<¿7ÁYÂ�½¹¸»¼�Æ
ÃfÇV³]·XÃ�Æ+³®Ç¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼S·XÃ ½7³Ò¸È¿%¿I²YÀ Ö�¼G¸»¼8ö£¸»Æ¾¿]ÓNz{Ó îÙÃ�¼�Å�z�Ó ïÐÚÀV·%½�Ö�ÀSÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½kÇ Ã+Â»ÁY³É¿%À�Ð�½¹²Y³w¶�Ã+·¹Ã+ºÒ³]½7³<·
k ó |a| Õ£ÀV¼Y³wÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½7³<·7¸�Û]¸�¼YÆ
½7²�³w·7³<Æ+¸�ºt³À+Ð&Ö&³<Ã+Ë�ÄFÀVÁY¶YÂ�¸»¼YÆØÃ+¼�ÅG½7²Y³wÀ+½7²Y³<·Ï½7²Y³Ê·7³<Æ+¸�ºÒ³t¼Y³ÉÃ�·Ï½¹²Y³wÁY¼Y¸»½¹Ã+·7¸»½�×SÂ�¸»ºt¸»½<Õ£Ö�²Y³]·¹³

k ó¸È¿´½¹²Y³ÊºÌÃ+Æ+¼Y¸»½7Á�ÅY³wÀ�Ð�½¹²Y³Ùö�³]·¹ºÒ¸&Ö�ÃfÇ+³ÌÇ+³ÉÄT½¹À+·®¸�¼H½¹²Y³ÙÄ]³]¼¾½7³<·®À�Ð�½¹²Y³w½¹·¹Ã+¶*Ó�Ô&½ÒÂ»À Ö
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T/T
F

1/
ω

⊥
τ

k
F
|a|=5.5

k
F
|a|→∞

T2
T −2

ö£¸�Æ+ÁY·¹³&z�Ó ïYå���²Y³ÌÃfÇ+³]·XÃ�ÆV³%ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿�·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼S·XÃ ½¹³
1/τ

ÅY¸»ÇE¸ÈÅ�³<ÅGÝE×s½7²Y³Ò½7·XÃ�¼{¿IÇV³]·X¿I³½¹·¹Ã+¶´ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×
ω⊥

Ã+¿£Ã�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼ÒÀ�Ð�½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³VÕfÐÚÀ+·
k ó |a| = 5.5

ÄFÀV·7·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å�¸�¼YÆ�½¹À½¹²Y³�³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½.À+Ð�² W � ´ Ã�½.Ã�ºÌÃ�ÆV¼Y³F½¹¸�Ä�Í�³<Â�ÅkÀ�ÐN�¾÷ íÏôÒÓ���²Y³�Ã+¿7×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄc½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼�ÄF¸�³<¿ÒÃ�·¹³t¸»¼{Å�¸�Ä<Ã ½¹³<Å8ÝE×�½¹²Y³ÊÅYÃV¿I²�³<Å�Â»¸�¼Y³É¿]ÓØ��²Y³ÊÅYÀ�½I½¹³<Å8Â�¸»¼�³w¸�¿´½7²Y³Ê·7³É¿IÁYÂ»½ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<Å
¸»¼
½¹²Y³ÏÁY¼Y¸»½¹Ã�·¹¸»½�×ÊÂ�¸»ºt¸»½ |a| → ∞ Ó

½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³É¿Ï½7²Y³Ì·¹³]ÂÈÃ µYÃ�½7¸�À+¼�·XÃ ½¹³<¿%Ã+·7³t¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼�Ã+Â£½7À
T 2 Õ£Ã�¼�ÅG½¹²Y³]×G³Fµ�²Y¸�ÝY¸�½k¸»¼Ý"À�½¹²ØÄ]Ã+¿7³<¿&Ãk¶Y·7ÀV¼YÀ+Á�¼�ÄF³ÉÅwºÌÃ µ�¸�º®ÁYº Ã�½�Ã®½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³�¿7À+ºt³<Ö�²�Ã ½�Ý{³<Â»À Ö

T ó Óc��²Y³ÃV¿I×Eºt¶�½¹À�½7¸ÈÄ�Ý{³<²�ÃfÇE¸»ÀV·�Ã ½�²Y¸�Æ+²Ù½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿�Å�¸»Ü"³<·¹¿�¸�¼
½7²Y³Ï½�Ö&ÀÌÄ]ÃV¿I³É¿]Ó�ò?²Y³]¼
k ó |a|¸È¿kº®Á�ÄX²âÂ�³<¿¹¿%½¹²�Ã�¼\ÁY¼Y¸»½�×+Õ�½7²�³ÙÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³tÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿%·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼8·¹Ã�½7³ÙÅY³<ÄF·¹³<ÃV¿I³É¿´Ã+¿
1/TÃ�½®²Y¸�Æ+²8½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³<¿<ÓØ��²Y¸È¿´ºÌÃf×�¿7³]³<º1½¹ÀØÝ{³
Ã ½®À�ÅYÅ�¿´Ö�¸»½7²H½¹²Y³ÌÐqÃ+ÄF½´½7²{Ã ½®ÐÚÀV·®ÃÁ�¼Y¸�ÐÚÀV·7º[ÆVÃV¿

1/τη
Ã+Ä<ÄFÀ+·XÅ�¸�¼YÆ´½¹À ñ z{Ó zmy�ó&¸�¿�¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼{Ã�Â"½7À

T 1/2 ¸�¼Ù½7²Y¸È¿�Â�¸»ºt¸»½<Õ�¿7¸»¼{ÄF³
σ̄
¸È¿c¸�¼�Å�³]¶"³]¼{Å�³]¼¾½�À+Ð"½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³VÓ£
�À Ö�³<Ç+³]·ÉÕf½7²�³�ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³�ÅY³]¼�¿7¸�½�×Ò¸�¼tÃ%½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅÒÆVÃV¿¸È¿%¼YÀ+½´Ã
Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼¾½<Õ�ÝYÁ�½®ÅY³<ÄF·¹³<ÃV¿I³É¿ÏÃ ½%²Y¸�Æ+²G½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³É¿%Ã+¿

T−3/2 Õ�Ö�²Y¸�ÄX²�·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿¸�¼ØÃ�¼sÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼Ê·XÃ ½¹³�¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼{Ã�Â"½7À
T−1 Ó¶ò?²Y³]¼ k ó |a| ¸È¿�ºkÁ�ÄX²ÙÆV·7³ÉÃ ½¹³]·½¹²�Ã�¼kÁY¼Y¸»½�×+Õ ½¹²Y³�½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³]Î-ÅY³]¶"³]¼�Å�³<¼¾½£ÄF·¹ÀV¿¹¿�¿7³<ÄF½7¸�À+¼ ñ z�Ó zE÷�ó�Ä<Ã�Á�¿7³<¿*½7²Y³�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼·XÃ ½¹³Ì½7ÀSÅY³<ÄF·¹³<ÃV¿I³Ì³<Ç+³<¼�ºtÀV·7³w¿I½7·¹À+¼YÆVÂ»×VÕ�ÃV¿

T−2 Ós��¼8½7²Y³wÁ�¼Y¸�½XÃ�·¹¸�½�×GÂ»¸�ºt¸�½ÉÕ.Ö�²Y³]¼ |a|Ã+¶Y¶Y·¹ÀVÃVÄX²Y³<¿%¸�¼�Í�¼�¸�½�×VÕ.½7²Y³sÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³tÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿´·¹³]ÂÈÃ µYÃ�½7¸�À+¼H·XÃ ½7³
Ã�¶Y¶�·7À¾Ã+ÄX²Y³É¿´ÃØÂ�¸»ºt¸»½7¸�¼YÆÇ Ã+Â»ÁY³Ê¸»¼�ÅY¸�Ä<Ã ½7³ÉÅ8ÝE×�½¹²Y³ÊÅ�À+½I½7³ÉÅâÄFÁ�·7ÇV³Ì¸»¼âö£¸�Æ�Ó½z{Ó ïYÓs��²�¸�¿®¸�¿´ÐÚÁY·I½¹²Y³]·k¸»Â�Â�Á�¿�½¹·¹Ã�½7³ÉÅ8¸»¼ö£¸�Æ�Ó9z�Ó z�Ö�²Y³<·7³cÖ&³c¶YÂ�À�½�½7²Y³&ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³£Ç¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿*·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼�·XÃ ½¹³�Ã+¿�Ã�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼´À+Ð
1/k ó |a|ÐÚÀV·�Ç Ã�·¹¸»ÀVÁ�¿�½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿<Ó

��¼Gö�¸�ÆV¿<Ó;z{Ó î�ÕAz{Ó ïÌÃ+¼�Å|z�Ó zYÕ"Ö�³®²�ÃfÇ+³%¼YÀV·7ºÌÃ+Â»¸�Û]³ÉÅÊ½¹²Y³®ÇE¸È¿7Ä]À+Á�¿�·7³<Â�Ã�µYÃ ½7¸�À+¼
·XÃ ½7³´½7À½¹²Y³�½7·XÃ�¼�¿7Ç+³<·¹¿7³&½7·XÃ�¶tÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF×
ω⊥

Á�¿7³<Åw¸»¼Ì½¹²Y³�³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿æ² W ��Õ�î�í ´ Ó.��²Y³�Â�¸»ºt¸»½7¸�¼YÆÇ Ã+Â»ÁY³�À+Ð{½¹²Y³�ÃfÇV³]·XÃ�Æ+³�ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿�·7³<Â�Ã�µYÃ ½7¸�À+¼Ò·XÃ ½7³&ÐÚÀV· |a| → ∞ ¸�¿c¿7³]³<¼t¼Y³]ÇV³]·�½7À%Ý"³�ÂÈÃ�·¹Æ+³Ä]À+ºt¶�Ã+·7³ÉÅÒ½7À
ω⊥
Õ¾Ö�²Y¸�ÄX²ÙÅ�³]ºtÀ+¼{¿�½¹·¹Ã�½7³<¿c½7²�Ã�½�²E×�Å�·¹ÀEÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä<¿cÄ]Ã+¼Y¼YÀ+½�Ý"³�Ã�¶�¶YÂ»¸�³<ÅÌ½7À½¹²Y³Ù½7·XÃ�¼�¿7Ç+³<·¹¿7³wºtÀ�½¹¸»ÀV¼âÀ�Ð�½¹²Y³Ê½¹·¹Ã+¶Y¶"³<Å\Ã�½7ÀVºÒ¸ÈÄÊÄ]Â»ÀVÁ�ÅY¿k¸»¼â½7²Y³
¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â&¶Y²�ÃV¿I³VÓG��¼½¹²Y³t¼Y³FµE½´�E³<ÄF½7¸�À+¼GÖ�³tÅ�³F½¹³]·¹ºt¸»¼Y³k½7²�³kÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×SÃ+¼�Å�Ã�½I½¹³]¼EÁ�Ã ½¹¸»ÀV¼SÀ�Ð�½7²Y³ÌÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³ºtÀ�Å�³É¿�Ã�¼�ÅÙÀ+ÝY½¹Ã�¸�¼
·7³É¿IÁYÂ»½¹¿�¸�¼Ø¿IÁ�¶Y¶{ÀV·I½�À+Ð�½¹²Y¸�¿�Æ+³]¼�³]·XÃ�Â�ÄFÀV¼�ÄFÂ�Á�¿7¸»ÀV¼*Ó
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F
|a|

1/
ω

⊥
τ

T/T
F
=0.03

T/T
F
=0.1

T/T
F
=0.3

T/T
F
=1

ö£¸�Æ+ÁY·¹³�z{Ó z{å���²Y³ÌÃfÇV³]·XÃ�Æ+³®Ç¾¸È¿¹ÄFÀ+Á{¿�·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼S·XÃ ½7³
1/τ

Å�¸�ÇE¸�Å�³ÉÅ�ÝE×s½¹²Y³Ò½7·XÃ�¼�¿7Ç+³<·¹¿7³½¹·¹Ã+¶ÌÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]×
ω⊥

Ã+¿&Ã´ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼ÙÀ�Ð
1/k ó |a| ÐÚÀ+·&ÐÚÀVÁY·�Å�¸�Ü~³]·¹³]¼¾½&½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³<¿<Ó£��²Y³¶�Ã+·¹Ã+ºt³F½7³<·¹¿

T/T ó = 0.03
Ã�¼�Å

T/T ó = 0.1
ÄFÀ+·¹·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å
½7ÀÊ½7²Y³k³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹Ã+Â£Ä]À+¼�ÎÅ�¸»½7¸�À+¼{¿�À�Ð.��³FÐq¿<ÓR² W y ´ Ã+¼�Å�² î+í ´ Õ�·7³É¿I¶"³<ÄF½7¸�Ç+³]Â�×+Ó


|÷:�T÷/¨ � gC�¥¦jm���k&i�gLh ¯*k(x�¤ rEh|r)��}�ùLt4k%h{z|r)¦_reh{z|rehLx��¥gTzjre�
��¼wÃÏ¶Y·¹³]ÇE¸�À+Á�¿c¶�Ã�¶"³]·ÉÕ+õ�¸�ÄX²Y¸�² òVò ´ ²{Ã+¿cÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<Åk½7²Y³�·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼Ò·¹Ã�½7³�ÐÚÀV·�Ñ¾Á�Ã+Å�·¹ÁY¶"À+Â�³À¾¿7Ä]¸»Â�Â�Ã�½7¸�À+¼�¿<Õ�ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+¸�¼YÆÌ½7²�³tÄ]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼�¸�¼V½¹³]ÆV·¹Ã+Â�À ÇV³]·ÏÃ
ÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½Ï½7·¹¸�Ã+Â£ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼*Õ�Ã+¼�ÅÁ�¿7¸�¼YÆÒ½7²Y³ÏÛ]³<·7À+Î(³<¼Y³]·¹Æ+×ÌÄ]·7À¾¿7¿&¿I³ÉÄT½¹¸»ÀV¼

σ = 4πa2 Óc
�¸È¿�·¹³<¿7ÁYÂ�½ÉÕ���Ñ"Ó ñ W ò+ó�¸»¼ ²�ò+ò ´ Õ�·¹³<Ã+Å�¿
1

ω ��� τQ =
4

5 3
√

3π

(

N1/3 a

a ���
)2

FQ

(

T

T ó
)

Ö�²Y³<·7³
ω ��� ¸�¿�½7²�³kÆV³]À+ºt³]½7·¹¸�Ä%ºt³ÉÃ�¼SÀ+Ð.½7²Y³k½7·XÃ�¶sÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿<Õ a ��� =

√

~/mωho
½7²�³²�Ã+·7ºtÀV¼Y¸�Ä�ÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹À+·cÂ�³]¼YÆ+½7²
Ã�¼�Å

FQ
Ã®ÁY¼Y¸�Ç+³<·¹¿¹Ã�Â�ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼ÊÀ�Ð�½¹²Y³�·7³ÉÅ�Á�ÄF³ÉÅt½7³<ºt¶{³<·¹Ã�Î½¹ÁY·7³

T/T ó Óc��¼
½¹²Y³%Â»¸�ºt¸�½ k ó a ∼ 0
ÀVÁY·�·7³<Â�Ã�µYÃ ½7¸�À+¼Ù·¹Ã�½7³ ñ ¿7³]³´ö£¸�Æ�Ó;z�Ó�î�ó&³FµYÃ+ÄF½7Â�×ÊÄFÀV¸»¼YÎÄ]¸�Å�³É¿�Ö�¸»½7²Ø½¹²Y³®ÀV¼Y³®Å�³<·7¸�Ç+³ÉÅsÝE×
õ�¸�ÄX²�¸ Ó���²�³®¿I¸»½7Á{Ã ½7¸�À+¼Ø¸È¿�Å�¸�Ü~³]·¹³]¼¾½�ÐÚÀ+·�½¹²Y³k¿I½7·¹À+¼�Æ+Â�×¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ´Ä]ÃV¿I³VÓ£��²�³�·¹³<¿7ÁYÂ�½�ÐÚÀ+ÁY¼�ÅwÝ¾×Òõ�¸ÈÄX²Y¸"¸�¿�ºÌÃ�¼Y¸»ÐÚ³<¿I½7Â�×t¶Y·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�ÂE½¹À

a2 Ã+¼�ÅÅ�¸�Ç+³<·7ÆV³<¿�¸»¼
½¹²Y³ÏÁY¼Y¸»½¹Ã�·¹¸»½�×wÂ»¸�ºt¸�½
k ó |a| → ∞ Ó.��¼
Ä]À+¼¾½7·XÃ+¿I½<Õ�Å�ÁY³Ï½¹ÀÒ½7²Y³%¿¹Ã ½7Á�·¹Ã�½7¸�À+¼ÊÀ+ÐÀVÁY·�ÄF·¹ÀV¿¹¿&¿7³<ÄF½7¸�À+¼ÙÐÚÀ+·�ÂÈÃ�·¹Æ+³�·7³<Â�Ã�½7¸�Ç+³�ºÒÀVºt³]¼¾½7ÁYº

kr
Õ�Ö�³�Í�¼{Å
Ãt¿I½7·¹À+¼YÆk·7³ÉÅ�Á�ÄF½7¸�À+¼
À�Ð½¹²Y³�·7³<Â�Ã�µYÃ ½7¸�À+¼Ò·XÃ ½7³ ñ Ã�¼�ÅtÃ�Í�¼Y¸»½7³�Ç Ã+Â»ÁY³�¸�¼Ò½7²Y³�ÁY¼Y¸»½¹Ã�·¹¸»½�×´Â»¸�ºt¸�½TóTÕ¾¸»ºt¶YÂ�×E¸»¼�Æ%º®Á�ÄX²tÂ�³<¿¹¿²E×�Å�·¹ÀEÅY×¾¼{Ã�ºt¸�Ä�Ý"³]²{ÃfÇ¾¸�À+·�½¹²�Ã�¼ÊÖ�²�Ã ½�Ã+¼Ì³]¼Y³<·7ÆV×VÎ-¸�¼�Å�³]¶"³]¼{Å�³]¼¾½.½7²�³]À+·¹×ÒÖ�ÀVÁYÂ�ÅÒ¶Y·¹³<ÅY¸�ÄF½ñ ½7²Y³�·7³ÉÅ�Á�ÄT½¹¸»ÀV¼t¸�¿�À�Ð*Ã�ÐqÃ+ÄF½7ÀV· W -+î�í�ÐÚÀ+·�½7²Y³�ÄFÀ+¼¾½¹¸»¼EÁYÀVÁ�¿.Â�¸»¼Y³�¸»¼wö£¸�Æ�Ódz�Ó ï�Õ¾Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼{ÅEÎ¸�¼YÆÒ½7À

k ó a = 5.5
óTÓ

�ôY&ó >ü\ 
@?A��

�
ÿLÑ `���� `��R��

�A�Å`��Eb��<� �CBtÿÕ�<����
�ÿa�Eb,D<
þ������

�
ò�³�¼YÀ Ö\³]µ¾½¹·¹ÃVÄT½£½7²Y³�Å�¸È¿7¶{³<·¹¿7¸»ÀV¼k·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼®À+Ð�½7²�³&Â�À Ö�Î-Â»×E¸�¼YÆ�Ä]À+Â�Â»³ÉÄT½¹¸»ÇV³�ºtÀ�Å�³<¿�ÝE×´¿7À+Â�Ç¾Î¸�¼YÆ´½¹²Y³�Â»¸�¼Y³<Ã+·7¸�Û]³ÉÅÌ	&À+Â»½7Û]ºÌÃ+¼Y¼w³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼ ñ z�Ó W ð+ócÖ�¸�½¹²ÙÃ+¼ÊÃ�¶Y¶�·7ÀV¶Y·7¸ÈÃ ½¹³�½7·¹¸ÈÃ�Â{ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼
Φ
Ó.��²Y³Ï³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�¿&À+Ð�ºtÀ�½7¸�À+¼ ñ z{Ó W ÷ ó&Ã�·¹³�ºtÀ�Å�¸»Í�³<ÅÊ½7ÀÒ½¹Ã+Ë+³�¸»¼¾½¹ÀÒÃVÄ]ÄFÀVÁY¼¾½�½¹²Y³Ïºt³<Ã�¼YÎ



�
� ñ &nìÿ�FEjï"��ê"ð�¿§�mê"î �9ë=ëN��êmï4�9ëÚñ íjê¸í1é¶ð�í��6� �VðµëÚñ %"�§��ísî��Z� � ì
Í{³]ÂÈÅÙ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â

U
ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾×

U(r) = gn(r) = g[n0(r) + δn(r)],
ñ z�Ó�ò"zEó

Ö�²�³]·¹³
g = 4π~

2a/m
¸�¿*½7²Y³�¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼%ÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½<Ó£Ô\Å�³É¿7Ä]·7¸�¶�½7¸�À+¼%À+ÐE½7²Y³�¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼�¿¸�¼t½7³<·7º;À�Ð�ÃÏºt³<Ã�¼YÎ Í�³<Â�Å®½7³<·7º;Ö�¸»Â�Â�²�À+ÂÈÅÒÃV¿�Â»ÀV¼YÆ´Ã+¿£½¹²Y³�ÆVÃV¿�¸�¿�¿IÁs�wÄ]¸»³<¼V½¹Â»×ÒÅ�¸�Â»Á�½¹³ ñ ÐÚÀV·ÃÙ½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã+Â£¶"³<Ã+Ë�Å�³<¼�¿I¸»½�×SÀ+Ð&Ã�Ý"À+ÁY½

1013 Ã ½¹À+ºÌ¿�- ÄFº 3 Õ*½7²Y¸È¿Ï×E¸»³<Â�ÅY¿ a . 5000a0
óTÓÌ��²Y³ÅY³]¼�¿7¸�½�×

n0 ÅY³]¼YÀ+½7³<¿�½7²Y³k³<Ñ¾ÁY¸�Â»¸�ÝY·¹¸»Á�º¬Å�³<¼�¿7¸�½�×ÙÐÚÀ+·�Ãw¿I¸�¼YÆVÂ»³®¿7¶Y¸�¼*Õ{½7²�Ã�½�¸�¿
n0 = n0

↑ =

n0
↓ = n07��87 /2 ÕEÃ+¼�Å δn(r)

¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·¹Â»×wÅY³]¼YÀ+½7³<¿&½¹²Y³Ï¼YÀ+¼YÎ(³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYºNÄX²�Ã+¼YÆ+³�¸�¼
Å�³<¼�¿7¸�½�×ÐÚÀV·�Ã®¿7¸»¼YÆVÂ»³�¿I¶�¸»¼*Óc��²�³�³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³�¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â~¸�¿�½7²EÁ�¿�½7²�³�¿7ÁYº±À�Ð
U
Ã�¼�Åw½7²Y³�²�Ã+·7ºtÀ+¼�¸�ÄÀ¾¿7Ä]¸»Â�ÂÈÃ ½7ÀV·�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â

V (r)
ÆV¸»ÇV³]¼
Ý¾× ñ z{Ó W óFÕY×E¸»³<Â�ÅY¸»¼YÆt½¹²Y³%³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�¿&À+Ð£ºtÀ�½¹¸»ÀV¼

ṙ = v =
p

m
; ṗ = −∂(V + U)

∂r
.

ñ z{Ó òVò+ó
��³F½´Á�¿%Í�·¹¿I½´³<¿I½¹Ã+ÝYÂ�¸�¿7²�¿7À+ºt³tÁ�¿7³FÐÚÁYÂ�·7³<Â�Ã�½7¸�À+¼�¿�Ý"³F½�Ö&³]³<¼�³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�ÝY·7¸�ÁYºëÑVÁ{Ã�¼¾½7¸»½7¸�³<¿<Ó

ò�³wÄFÀV¼�¿7¸�Å�³<·Ï½7²Y³ÌËE¸�¼Y³F½¹¸�Ät³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¸�¼�³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�ÝY·7¸�ÁYºsÕ�Ö�²�³]·¹³k½¹²Y³Ì·¹¸»ÆV²V½%²�Ã+¼�Å�¿I¸ÈÅ�³ÌÀ�Ðñ z�Ó W ð+ó&Ç Ã+¼Y¸�¿7²Y³É¿]ÕYÃ+¼�Å
¸»¼�¿7³]·7½�½7²Y³%³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¿�À�Ð£ºÒÀ+½7¸�À+¼ ñ z{Ó òVò�óTÕYÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�¸»¼YÆ
∑

i=x,y,z

ωi

[

pi
∂f0

∂r̃i
−
(

r̃i +mg
∂n0

∂r̃i

)

∂f0

∂pi

]

= 0,
ñ z{Ó ò+ðVó

ÀV·�³<Ñ¾ÁY¸�Ç Ã�Â�³]¼¾½7Â�×
∑

i=x,y,z

ωi

[

pi
∂[f0(1 − f0)]

∂r̃i
−
(

r̃i +mg
∂n0

∂r̃i

)

∂[f0(1 − f0)]

∂pi

]

= 0.
ñ z{Ó ò¾÷�ó

ò�³t²�ÃfÇ+³Ò²Y³<·7³Ò¸»¼¾½¹·7À�Å�Á�Ä]³<ÅS½7²Y³t·¹³<¿¹Ä]Ã�Â�³<ÅSÇfÃ+·7¸ÈÃ�Ý�Â»³É¿
r̃i = mωiri

Õ�¸»¼�½7³]·¹ºÌ¿�À�Ð�Ö�²�¸�ÄX²½¹²Y³&¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â¾Ý"³<Ä]À+ºt³<¿£¿7¶Y²Y³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×Ï¿7×EºtºÒ³]½7·¹¸�Ä+Õ
V (r) = r̃2/2m

Ó*�-Ð�Ö&³�¼YÀ ÖHºkÁYÂ�½¹¸»¶�Â»×ñ z�Ó�òV÷ ó�Ý¾×
x̃pxp

2
y

Ã+¼�Å
¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ ½¹³�À ÇV³]·�Ý"À�½¹²Ø¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼ØÃ�¼{ÅÙºtÀVºÒ³<¼¾½7ÁYº¬Ç Ã�·¹¸�Ã+ÝYÂ»³É¿]Õ�Ö&³ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼
〈p2

xp
2
y〉 − 〈x̃2p2

y〉 +
m2

2
kTg

∫

d3r (n0)2 = 0.
ñ z{Ó ò6�Vó

��¿I¸�¼YÆ
f0(1−f0) = −(mkT/p)∂f0/∂p

ÕfÖ�³�Ä<Ã�¼´Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³�Ã�¼�Ã+Â»×¾½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×�½7²Y³�¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�ÂÈ¿Ã+¶Y¶"³<Ã�·¹¸�¼YÆt¸»¼ ñ z{Ó ò6��ó�Ã�¼�Å
ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼Ù½7²Y³%ÇE¸�·7¸ÈÃ�Â~½¹²Y³]ÀV·7³<ºsÕ
E G ö H −E IJ�87 + 3

2
E ö H 7 = 0.

ñ z{Ó ò6yVó
��²�³%Ë¾¸�¼Y³]½7¸ÈÄ�ÕY¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â*Ã+¼�Å
¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼Ê³]¼�³]·¹Æ+¸�³<¿�Ã�·¹³�·7³É¿I¶"³<ÄF½7¸�Ç+³]Â�×

E G ö H = 2

∫ Å
r
Å
p

(2π~)3
f0 p

2

2m
,

ñ z{Ó ðVíVó

E IF�87 = 2

∫ Å
r
Å
p

(2π~)3
f0V (r),

ñ z{Ó ð W ó
Ã+¼�Å

E ö H 7 = g

∫ Å
r (n0)2.

ñ z{Ó ð¾î+ó
��¼sÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â ÕE¸�¼

d ≥ 2
Å�¸�ºÒ³<¼�¿7¸»ÀV¼�¿&½7²Y³%ÇE¸�·7¸ÈÃ�Â~½¹²Y³]ÀV·7³<º ²YÀVÂ�ÅY¿�¸�¼
½7²Y³ÏÐÚÀV·7º

E G ö H −E IJ�97 + d

2
E ö H 7 = 0.

ñ z{Ó ðVïVó



�NX ��í��6� �Vð�ëÚñ %
��í��Úð9ñ��6� �9ëÚñ í;ê
�
ñ ê¸ëµì��sÝsÝ1�Vî�ñ ê9ëN��ìò�"ðµëÚñ ê"Ü'&4��ìÁ��ñ�Üs�"�%�Z�
��À�Â»À Ö&³<¿I½�ÀV·¹Å�³<·*¸�¼Ï½7²Y³&ÄFÀ+Á�¶YÂ»¸�¼YÆ�Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼¾½

g
ÕÉ½7²�³�Â�¸»¼Y³ÉÃ�·¹¸»Û<³<Å�Ç+³<·¹¿7¸�À+¼ÏÀ�Ð���Ñ"Ó ñ z�Ó W ðVó·¹³<ÃVÅY¿

∂Φ

∂t
+

∑

i=x,y,z

ωi

[

pi
∂Φ

∂r̃i
−
(

r̃i +mg
∂n0

∂r̃i

)

∂Φ

∂pi

− mg

f0(1 − f0)

∂δn

∂r̃i

∂f0

∂pi

]

= − I [Φ]

f0(1 − f0)
,

ñ z�Ó ð�zEó
Ö�²Y³<·7³

n0 Ã+¿�Ý"³FÐÚÀ+·¹³tÅ�³]¼YÀ+½7³É¿�½¹²Y³Ì³<Ñ¾ÁY¸�Â�¸»ÝY·¹¸�ÁYºUÅ�³]¼{¿I¸»½�×ØÐÚÀ+·%Ã
¿I¸�¼YÆVÂ»³t¿I¶�¸»¼�Ö�²Y¸�Â»³Ò½7²�³Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�ÅY¸»¼YÆk¼YÀ+¼YÎ(³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYºNÄX²�Ã+¼YÆ+³Ï¸�¼
½7²Y³´Å�³<¼�¿7¸�½�×w¸È¿
δn =

∫

d3p

(2π~)3
f0(1 − f0)Φ.

ñ z�Ó ðVòVó
ò�³Ê¿7²�Ã�Â�Âc¸�¼8½7²Y³ÌÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸�¼YÆSÄFÀV¼�¿I¸ÈÅ�³<·%ºÒÀ�Å�³É¿%ÐÚÀV·´Ö�²Y¸ÈÄX²8½7²Y³ÊÅY·7¸»Ðø½®Ç+³<Â»À�Ä]¸�½�×

u
²�Ã+¿kÃ¿7¶�Ã ½¹¸�Ã+ÂYÅ�³]¶"³]¼{Å�³]¼�Ä]³�Æ+¸�Ç+³<¼kÝE×

ui ∝ ri
Ó���²�³�Å�³]ÇE¸ÈÃ ½7¸�À+¼kÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

Φ
À�Ð�Ã�ß�ÁY¸ÈÅkºtÀ ÇE¸�¼YÆÖ�¸»½7²sÇ+³<Â»À�Ä]¸�½�×

u
¸�¿�¶Y·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â"½¹À

u · p Ó&�E¸�¼�ÄF³´ÃVÄT½¹¸»¼YÆtÀV¼ u · p Ö�¸»½7²
½¹²Y³´Â�³FÐø½�¿7¸�Å�³À+Ð ñ z�Ó W ð+óÏÆV³]¼Y³<·¹Ã�½7³É¿�½¹³]·¹ºÌ¿%Â»¸�Ë+³
x2 Õ p2

x

Õ�³]½¹Ä�Ó�Õ£Ö�³tÐÚÀVÂ»Â�À Ö ² ð+í ´ ¸»¼HÄX²YÀEÀ¾¿I¸�¼YÆ
½7²Y³w½7·¹¸�Ã+ÂÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼ØÃV¿
Φ =

³ −iωt
∑

i=x,y,z

(air̃
2
i + bir̃ipi + cip

2
i ).

ñ z�Ó ð+ð¾ó
ò�³Ì¸»¼{¿I³<·I½Ï½7²�¸�¿´Ô�¼�¿¹Ã ½7ÛÌ¸�¼¾½7À
½7²�³ÌË¾¸�¼Y³]½7¸ÈÄt³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼ ñ z�Ó ð�zVóÏÃ+¼�Å8Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³tºtÀ+ºt³]¼¾½X¿ºkÁYÂ�½¹¸»¶�Â»×E¸�¼YÆ�ÝE×�½7²Y³
¶Y·¹À�Å�Á�ÄT½ÒÀ�Ð

f0(1 − f0)
Ã�¼�ÅâÃ+¼E×GÀ+Ð�½7²Y³Ê½7³<·7ºÌ¿

x̃2, ỹ2, . . . , p2
zÃ+¶Y¶{³ÉÃ�·¹¸»¼�Æ%¸»¼

Φ
ÕEÃ�¼�ÅÌ¿7ÁYÝ�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼¾½7Â�×®¸�¼V½¹³]ÆV·¹Ã�½7¸�¼YÆ%À Ç+³<·.Ý{À+½7²

r
Ã�¼�Å

p
Ó.��²Y³�·¹³<¿7ÁYÂ�½�¸�¿�Ã¿7³F½.À�Ð{¼Y¸»¼�³�Ä]À+ÁY¶�Â»³ÉÅ®²YÀVºtÀ+Æ+³<¼Y³]ÀVÁ�¿�³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¿�ÐÚÀ+·£½7²�³&¼�¸»¼Y³�Ä]À¾³4�wÄF¸�³]¼¾½¹¿
ax, ay, . . . , czÃ+¼�Åw½¹²Y³%ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿�À+Ð�½7²�³®ÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³�ºÒÀ�Å�³É¿�³]ºt³<·7ÆV³ÏÃV¿&½7²Y³%·¹ÀEÀ�½X¿�À�Ð�½¹²Y³®Å�³]½7³<·7ºt¸»Î¼�Ã+¼¾½<Ó%��²Y³kÅY³F½¹Ã+¸»ÂÈ¿�À�Ð.½¹²Y³ÒÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹³´ÆV¸»ÇV³]¼S¸�¼S½¹²Y³ÒÔ�¶Y¶"³]¼�Å�¸»µSÐÚÀV·�½¹²Y³kÆV³]¼Y³<·¹Ã+ÂÄ<Ã+¿7³�Ö�²�³]¼sÃ�Â�Â�½7²Y·¹³]³�½¹·¹Ã+¶ÊÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF¸�³<¿�Ã+·7³ÏÅ�¸»Ü"³<·7³<¼V½ÉÓ

�ôY9� K 

�L���(���a`<��� ÿÕ���³Ôw` \ b��½�<� �ab(�Ed 
M5�Ô³
 \ bV��

���
��¼8À+·XÅ�³<·Ï½7ÀØºÌÃ�ËV³wÄFÀ+¼¾½XÃ+ÄT½´Ö�¸»½7²8·¹³<Ä]³]¼¾½´³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿�² W ��Õ W y�Õ£î+í ´ Ö&³wÄFÀ+¼{¿I¸ÈÅ�³]·kÃ�¼Ã�µE¸ÈÃ�Â�Â�×s¿7×EºtºÒ³]½7·¹¸�Ä®½7·XÃ�¶�Ö�¸�½¹²

ωx = ωy = ω⊥
Ã+¼�Å

ωz = λω⊥
Ó<ò�³k¸�¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF³k½7²�³¶�Ã+·¹Ã+ºt³F½7³<·

ξ =
3
2E ö H 7
E IJ�87 ,

ñ z�Ó ð¾÷+ó
Ö�²Y¸ÈÄX²*Õ£Ã+¿�Ö�³w¿7²�Ã+Â»Âc¿7³]³VÕ�Å�³F½¹³]·¹ºt¸»¼Y³É¿�½7²Y³w¿7¸�Æ+¼8Ã�¼�Å�·¹³]ÂÈÃ ½7¸�Ç+³ÒºÌÃ�ÆV¼Y¸�½¹Á�Å�³tÀ�Ð&½7²�³tÐÚ·7³]ÎÑ¾ÁY³<¼�ÄF×Ï¿I²�¸�Ðø½X¿]Ó�òG³&¿I²�Ã+Â»ÂV³Fµ�¶�Ã+¼�ÅÏÀ+ÁY·�·7³É¿IÁYÂ»½¹¿*½7À�Í{·¹¿I½�À+·XÅ�³<·*¸»¼

ξ
Õf¿7¸�¼�ÄF³cÀVÁY·�ºt³ÉÃ�¼�Î(Í�³]ÂÈÅ½¹·7³ÉÃ ½7ºt³<¼V½´À+Ð�½¹²Y³w¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¸»¼�½¹²Y³Ê¿I½7·¹³<Ã�ºt¸�¼YÆ
½7³<·7ºÌ¿%À+Ð�½¹²Y³ÌËE¸»¼Y³]½7¸ÈÄÌ³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�¸�¿ÀV¼YÂ»×tÇ Ã�Â�¸ÈÅÌÖ�²Y³]¼ |ξ| ¸È¿�¿7ºÌÃ�Â�Â{ÄFÀVºt¶�Ã�·¹³<ÅÒ½¹À®ÁY¼Y¸»½�×+Óc��²�³�½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼�ÄF³�À�Ð

ξ
¸È¿c¿I²�À Ö�¼Ò¸�¼wö£¸»Æ{Ó6z{Ó òEÓ���¼ÌÃ+Ä<ÄFÀV·¹ÅÒÖ�¸»½7²ÌÀ+Á�·.Í�·X¿�½cÀV·¹Å�³<·�½7·¹³<Ã�½7ºt³]¼¾½�À+Ð{½¹²Y³�ºt³<Ã+¼ÒÍ�³]ÂÈÅÖ&³ÒÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³

ξ
Ý¾×SÃ+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹¸»¼�ÆÌ½7²Y³t³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYº1ö�³]·¹ºÒ¸£ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼�Õ*Ö�²Y¸ÈÄX²�³]¼¾½¹³]·X¿

E ö H 7 Ã+¿%Ö&³]Â�Â�ÃV¿ E IJ�97 Õ£ÝE×�¸»½¹¿®ÇfÃ+Â»Á�³Ì¸»¼8½¹²Y³ÊÃ�Ý{¿I³<¼�ÄF³tÀ�Ð�¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼*ÓÙÔ&½®²Y¸�Æ+²�½7³<ºkÎ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³É¿�À+¼Y³ÒÍ�¼�Å�¿ÏÐÚ·7ÀVº ñ z{Ó ðE÷ ó�½7²�Ã�½ |ξ| ∝ T−5/2 Õ�¿I¸�¼�Ä]³k½¹²Y³Ì¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�³<¼Y³]·¹Æ+×
E ö H 7 ¸»¼Ù½7²�³´ÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+Â�·7³<Æ+¸�ºÒ³�¸È¿�¸»¼EÇV³]·X¿I³<Â»×Ì¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼{Ã�Â"½7ÀÒ½7²�³%Ç+À+Â�ÁYºt³ÏÀ�Ð�½7²Y³´Ä]Â»ÀVÁ�Åñ
E ö H 7 ∝ T−3/2 óTÕ�Ö�²Y¸»Â�³Ï½7²�³%¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�³]¼Y³<·7ÆV×w¸�¿�¶�·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â"½7ÀÒ½¹²Y³Ï½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³+Ó��²Y³ØÅ�³]½7³]·¹ºt¸»¼{Ã�¼¾½ÒÀ+Ð�½7²�³
ºÌÃ�½7·¹¸�µ�Õ.Ö�²Y¸ÈÄX²5¸È¿tÅ�³]·¹¸�Ç+³<Åâ¸»¼áÔ�¶Y¶"³]¼{Å�¸�µ 	�Õ�²�Ã+¿k½7²�³ÐÚÀV·7º À+Ð�ÃG¶{ÀVÂ»×E¼YÀVºÒ¸ÈÃ�Â�¸�¼5½7²Y³
ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF×

ω
Ó5��²�³
Ç Ã+¼Y¸�¿7²Y¸�¼YÆ8À�Ð�½¹²Y³SÅ�³]½7³]·¹ºt¸»¼{Ã�¼¾½



�$� �ON �?�4ï�� ëN���mê"î�ð�í��ÓÝ"�6ì�ñ �`íjê ½
ñ ë�����2sÝ1�6ì�ñ��{��ê9ë �$g

0 0.5 1 1.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

T/T
F

ξ

k
F
a=−0.5

k
F
a=−1

k
F
a=−2

k
F
a=−5.5

ö£¸�Æ+ÁY·¹³�z{Ó òYå£��²�³�½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼�ÄF³�À�Ð�½¹²Y³�¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·
ξ
ÆV¸»ÇV³]¼wÝE× ñ z{Ó ðE÷ ó�ÐÚÀV·ÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½�Ç Ã�Â�ÁY³<¿�À+Ð

k ó a ÓcÔ&½�²Y¸�Æ+²Ù½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³<¿ |ξ| Å�³<Ä]·7³ÉÃ+¿7³<¿�Ã+¿ T−5/2 Ó
×E¸�³]ÂÈÅY¿�½¹²Y³ÏÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆÒ³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼

ω
[

(ω2 − ω2� � ) − iωτ(ω2 − ω2ú(û )]
[

(ω2 − ω2� ��P )(ω2 − ω2� ��Q ) − iωτ(ω2 − ω2ú(û P )(ω2 − ω2ú(û Q )] = 0,
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ωτ → 0
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⊥
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2
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m = 0
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ω2� � ±
ω2
⊥

=
5 + 4λ2 ± γ

3
± ξ

4λ4 − λ2(5 ∓ γ) + 2(5 ± γ)

6γÖ�¸»½7²
γ = (25 − 32λ2 + 16λ4)1/2 Ócö�À+· λ� 1

½¹²Y³%ÂÈÃ ½I½¹³]·�Ã+·7³�Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×
ω2� ��P =
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3
ω2
⊥(1 +

ξ

5
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ω2� ��Q =
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5
ω2

z(1 +
ξ
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³�z{Ó ð�å���²�³ÒÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<ÅsÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×sÀ�Ð.½¹²Y³ÒÝY·7³ÉÃ ½¹²Y¸»¼�Æ ñ:R ó�ºtÀEÅY³ÒÃV¿�ÃwÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼À+Ð�½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³VÕEÖ�¸�½¹²ÊÃ�¼�ÅÊÖ�¸�½¹²YÀ+ÁY½�½7²�³�ºt³<Ã+¼�Î(Í�³]ÂÈÅwÄFÀV·7·¹³<ÄF½7¸�À+¼tÐÚÀV·�Ç Ã�Â�ÁY³É¿�À+Ð |ξ| Â�³<¿¹¿½¹²�Ã�¼sÀ+·�³<Ñ¾Á�Ã�Â*½7ÀwíYÓ�ò�Ó&��²Y³%³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½XÃ�Â*Ç Ã+Â»ÁY³É¿�ÐÚ·¹À+º¢² W � ´ Ã�·¹³Ï¸»¼{Å�¸�Ä<Ã ½¹³<ÅsÖ�¸»½7²s½7²�³³É¿�½¹¸»ºÌÃ ½¹³<ÅÙ³]·¹·7ÀV·�Ý�Ã�·X¿�¸»¼{ÄFÂ�Á�Å�³<Å*Ó
��²Y³kºtÀEÅY³<¿�ÂÈÃ�Ý"³]Â�³<Å R Ã+¼�Å − Ã�·¹³%½¹²Y³®ÝY·¹³<Ã�½7²Y¸�¼YÆÊÃ+¼�ÅØÑ¾Á�Ã+ÅY·7ÁY¶"À+Â�³´ºtÀ�Å�³<¿<Õ{·¹³<¿7¶"³<ÄTÎ½¹¸»ÇV³]Â�×+Õ�Ö�²Y¸ÈÄX²ØÃ�·¹³�¿I½7Á�ÅY¸»³ÉÅÙ¸�¼
½7²Y³%³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿�² W ��Õ W y�Õ{î+í ´ Ó��¼Ù½7²Y³%ÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼YÂ�³<¿¹¿�Â»¸�ºt¸�½ÉÕYÃk�£Ãf×EÂ»ÀV·�³]µE¶{Ã�¼�¿7¸»ÀV¼wÀ�Ð�½7²Y³Ï·¹À¾À+½¹¿�À�Ð�½7²Y³%Å�³]½7³]·¹ºt¸»¼{Ã�¼¾½ÐÚÀV·Ï¿7ºÌÃ�Â�Â

ξ
Ã�¼�Å�ÐÚÀ+·%ÃÙÆ+³<¼Y³]·¹¸�Ä´½7·XÃ�¶�Ã�¼Y¸È¿IÀ+½7·¹À+¶E×

λ
¸�¿�¼YÀ+½%Ã+¼�Ã�Â�×¾½7¸ÈÄ®¸�¼

λ = 1
ñ ¿I¸�¼�ÄF³½�Ö&À�¼YÀV·7ºÌÃ+Â�ºtÀ�Å�³<¿tÃ+·7³
Å�³]ÆV³]¼Y³<·¹Ã�½7³w¸�¼â½¹²Y³Ø¿I¶Y²�³]·¹¸�Ä<Ã�Â�Ä]Ã+¿7³ÉóFÓH��²Y³Ù³]µ�¶�Ã�¼�¿7¸�À+¼\Ä<Ã�¼¼YÀV¼Y³F½¹²Y³]Â�³<¿¹¿�Ý{³�¶{³<·IÐÚÀV·7ºt³<Å®¿I³<¶�Ã�·XÃ ½¹³]Â�×�ÐÚÀV·�½¹²Y³�½�Ö&À�Ä<Ã+¿7³<¿*À+Ð�³]Â�À+¼�ÆVÃ ½¹³<Å�½¹·¹Ã+¶�¿ ñ
λ � 1

ó
ω2ú(û P = 4ω2

⊥

Ã�¼�Å
ω2ú(û Q = 4ω2

z(1 − ξ

4
)
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Ã+¼�ÅÙ¿7¶Y²Y³<·7¸ÈÄ]Ã+Â~½7·XÃ�¶�¿ ñ

λ = 1
ó

ω2ú(û P = 4ω2
⊥(1 +

ξ

4
)
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ω2ú(û Q = 4ω2
⊥(1 − ξ

2
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(ω) = 0
ÕÄ]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�ÅY¸»¼YÆt½¹ÀÊ·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼sÀ�Ð.½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³®Ã�¼�¸�¿7À�½¹·7ÀV¶Y¸»³É¿]Ó���²�³´Í�·X¿�½�À+¼Y³®¸�¿�Ã+¿¹¿IÀ+ÎÄ]¸�Ã�½7³<ÅsÖ�¸»½7²S½7²Y³kÀ Ç+³]·XÃ�Â�Â~ÐqÃ+ÄF½7ÀV·

ω
¸»¼SÐÚ·7ÀV¼V½�À�Ð.½7²�³®¿7Ñ¾Á�Ã+·7³®ÝY·¹ÃVÄXË+³]½¹¿<Õ�ÄFÀV·7·¹³<¿7¶{ÀV¼�ÅY¿&½¹ÀÃs²YÀVºtÀ+Æ+³<¼Y³]ÀVÁ�¿�½7³<ºÒ¶"³]·XÃ ½¹ÁY·¹³wÄX²�Ã�¼YÆV³k¸�¼âÃ�Â�Â�Å�¸�·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼�¿%Ã�¼{Å�Ä<Ã�Á�¿7³<¿Ï¼�ÀØ·7³<Â�Ã�µ�Ã�½7¸�À+¼Ã�½�Ã�Â�Â(Õ

ω = 0
Ó���²�³k¿7³<ÄFÀV¼�ÅØÄFÀVºt³<¿�ÐÚ·¹À+º¬½¹²Y³´Í�·X¿I½�¿¹ÑVÁ{Ã�·¹³%ÝY·¹ÃVÄXË+³]½<Õ�²{Ã+¿

m = 2
Ã�¼�ÅÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×

ω = −i/τ ¸�¼Ø½7²Y³k²E×EÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ%Â�¸»ºt¸»½ ω⊥τ � 1
Ã�¼�Å

ω = −iω2� � /ω2ú(û τ¸�¼Ò½7²Y³�Ä]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼YÂ»³É¿7¿£Â�¸»ºt¸»½<ÕEÃ�Æ¾Ã�¸�¼
λ
Î(¸�¼�Å�³<¶{³<¼�Å�³<¼V½&¿I¸�¼�ÄF³�¸»½�¸�¼EÇ+À+Â�Ç+³É¿£À+¼YÂ�×®·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼®¸�¼½¹²Y³

x−y ¶YÂÈÃ�¼Y³VÓ���²�³�½¹²Y¸�·¹ÅtÃ�·¹¸È¿I³É¿£ÐÚ·7ÀVº3½7²Y³�¿7³<Ä]À+¼�ÅÒ¿¹ÑVÁ{Ã�·¹³&Ý�·¹ÃVÄXË+³F½ÉÕ ²�Ã+¿ m = 0
Ã�¼�ÅÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×

ω = −i/τ ¸»¼s½¹²Y³´²E×�Å�·7À�Å�×E¼�Ã+ºt¸�Ä�Â�¸»ºt¸»½�Ã�¼�Å ω = −iω2� ��P ω2� ��Q /ω2ú(û P ω2ú(û Q τ¸�¼
½7²Y³´Ä]À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼�Â»³É¿7¿&Â�¸»ºt¸»½<Ó��¼5ö£¸�Æ�Ó�z�Ó ðSÖ&³Ê¶YÂ�À�½k½7²Y³sÄ]Ã+Â�Ä]ÁYÂÈÃ ½7³ÉÅ�ÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]×HÃ+¿ÒÃØÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼âÀ+Ð�½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³ÐÚÀV·
k ó |a| = 5.5

Õ�Ö�²Y¸ÈÄX² Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�Å�¿t½7À\½7²Y³�¶�Ã�·XÃ�ºt³]½7³]·X¿ÊÑ¾ÁYÀ+½7³ÉÅ?¸»¼ ² W � ´ Õ�Ã+Â»ÀV¼YÆÖ�¸»½7²�½7²�³]¸�·®³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½XÃ�Â.Ç Ã�Â�ÁY³É¿]ÓÙ��¸»¼�Ä]³ÌÖ�³wÃV¿7¿7ÁYºt³ |ξ| ½7ÀØÝ"³Ê¿7ºtÃ+Â»ÂcÄ]À+ºt¶�Ã+·7³ÉÅS½¹ÀÁY¼�¸�½�×VÕ�Ö&³Ì¿I²YÀ Öé½7²Y³ÊºÒ³ÉÃ�¼�Î(Í�³<Â�Å8ÄFÁ�·7ÇV³ÒÀV¼YÂ�×S¸»¼8½¹²Y³t½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³Ì·7³<Æ+¸�À+¼GÖ�²Y³]·¹³ |ξ|
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T = 1.15T ó Ã�¼�Å�¸�½X¿�¶"ÀV¿¹¿7¸»ÝYÂ�³ÒÀ+·¹¸»ÆV¸»¼S¸È¿�Å�¸�¿¹ÄFÁ{¿7¿7³<Å¸�¼G½7²Y³Ò¼Y³FµE½´�E³<Ä+ÓNz�Ó�òEÓ´��²Y³tÄFÀ+·¹·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å�¸�¼YÆw·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿�ÐÚÀV·�½7²Y³tÅYÃ�ºt¶Y¸�¼YÆ{Õ�Æ+¸�Ç+³]¼�Ý¾×
½¹²Y³¸�ºÌÃ�ÆV¸»¼�Ã+·7×%¶{Ã�·7½£À+Ð�½7²�³�ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×VÕ+Ã�·¹³�¿I²YÀ Ö�¼k¸»¼tö£¸»Æ{Ó"z�Ó ÷¾Ó£��¼kÀV·¹Å�³<·£½7À%ÄFÀVºÒ¶{Ã�·¹³�Ö�¸»½7²½¹²Y³Ì³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½XÃ�ÂcÅYÃ�½¹Ã
Ý"³]Â�À Ö
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ωz � ω⊥
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��¼ ÃS·¹³<Ä]³]¼¾½®Ö&À+·¹Ë"Õ�ã�³<ÅY·7¸¸3�+���)Û�°²�ò�ð ´ Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<Å�½7²�³ÊÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×H¿7²Y¸�Ðø½X¿®¸�¼�Å�Á{ÄF³<Å\ÝE×¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼ Å�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý�¸»¼YÆâ½7²Y³�¼YÀ+¼YÎ(³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYº Å�¸È¿�½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼?ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼AÝE×?Ã\¿¹Ä]Ã+Â»¸�¼YÆÔ�¼�¿¹Ã ½7ÛVÕ

f(t, ri, vi) =
1

∏

j(bjθ
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j )

f0
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ri
bi
,

1

θ
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(

vi −
ḃi
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ri

)]

,
ñ z{Ó�÷"z¾ó

f0 Ý"³]¸�¼YÆÌ½¹²Y³%³<Ñ¾ÁY¸�Â�¸»ÝY·¹¸�ÁYº[Å�¸È¿I½7·¹¸»ÝYÁY½7¸�À+¼
ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼*Õ
bi(t)

Ã�¼�Å
θi(t)

ðt¿7Ä<Ã�Â�¸»¼�ÆÒ¶{Ã�·XÃ�ºÒÎ³]½7³<·¹¿�½7²�Ã�½&Å�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³�Â�¸»¼Y³ÉÃ�·&Å�¸»ÂÈÃ ½XÃ ½¹¸»ÀV¼ÊÃ�¼�Åw³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³�½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³�¸�¼w³ÉÃ+ÄX²wÅ�¸�·7³ÉÄT½¹¸»ÀV¼*Ó
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� � ê
ö�À+·�¿IºÌÃ+Â»Â{¶{³<·I½¹ÁY·7Ý{Ã ½7¸�À+¼{¿]Õ¾À+¼Y³�Ä]Ã�¼ÊÖ�·7¸»½7³

bi = 1+ δbi
Ã+¼�Å

θi = 1+ δθi
Ã+¼�ÅÌ³]µE¶{Ã�¼�Å��Ñ{Ó ñ z�Ó ÷2z¾ó�½7ÀÌ·¹³<Ä]ÃV¿�½�¸»½�¸»¼ØÃÒºtÀ+·¹³�ÐqÃ+ºt¸»Â�¸�Ã+·�ÐÚÀ+·¹ºNÃ+¿

δf = f0(1 − f0)Φ
Ö�²Y³<·7³

Φ = ai

(

r̃i
2 − i

ω

ωi
r̃ipi

)

+ cip
2
iÖ�¸»½7²

ai = −2δbi
Ã�¼�Å

ci = −δθi
Ó���¼H½7²Y³
¿I¶�²Y³]·¹¸�Ä<Ã�Â&Ä]Ã+¿7³wÃ�¼{ÅH¸»¼â½7²Y³
Ã�Ý�¿7³]¼�Ä]³wÀ�Ðºt³ÉÃ�¼HÍ�³<Â�Å*Õ.¸»¼�¿7³]·7½7¸�¼YÆ�½7²Y¸È¿kÔ�¼�¿¹Ã ½7ÛÙ¸»¼¾½¹ÀS½7²�³ÊÂ�¸»¼Y³ÉÃ�·¹¸»Û<³<ÅH	&À+Â»½7Û<ºÌÃ�¼Y¼â³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼âÃ�¼�Å½XÃ�ËE¸�¼YÆÌ½7²�³®ºtÀ+ºt³]¼¾½�Ö�¸»½7²

r̃2
À+¼Y³®³<Ã+¿7¸�Â»×ÙÀ+Ý�½XÃ�¸�¼�¿�½¹²Y³®·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼

a = −c Õ{½7²�Ã�½�Ã�Â�Â�À Ö�¿½¹ÀtÍ�¼�Å
∫ Å

r δn =

∫ Å
r
Å
p

(2π~)3
f0(1 − f0)Φ = 0.��¼´½7²Y³�¼YÀ+¼�Î-¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ�Â»¸�ºt¸�½ÉÕÉ½7²Y³&Ô�¼�¿¹Ã ½¹Û�À�Ð�ã�³<ÅY·7¸N3�+½��)Û�£³Fµ�¶YÂ�¸�Ä]¸�½¹Â»×Ï³<¼�ÐÚÀ+·XÄF³É¿�¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³Ä]À+¼�¿7³]·¹Ç Ã ½¹¸»ÀV¼SÃ ½�½¹²Y³®³]µ�¶{³<¼�¿I³kÀ�Ð.·¹³<Å�Á�Ä]¸»¼�Æw½7²�³®¼EÁYº®Ý"³]·�À�ÐcÇ Ã�·¹¸ÈÃ ½7¸�À+¼{Ã�Â�¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·X¿]Ó��Á�·�·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿�ÐÚÀ+·�½¹²Y³ÒÐÚ·7³ÉÑVÁ�³]¼�Ä]×s¿7²Y¸»Ðø½¹¿<Õ*Ç Ã�Â�¸�Å�½7ÀÙÍ�·X¿�½ÏÀ+·XÅ�³<·�¸�¼

ξ
Õ*Ã+·7³Ò¸�¼GÃ�ÆV·7³<³]ºt³]¼¾½Ö�¸»½7²�½7²YÀ¾¿I³®À�Ð.ã�³<Å�·¹¸°34+q�")Û��Ö�²Y³]¼S³]µ�¶�Ã�¼�ÅY³<Å
½7ÀwÍ�·¹¿I½�ÀV·¹ÅY³]·�¸�¼

ξ
Ó���ÁY·�·7³É¿IÁ�Â�½X¿�Å�¸»Ü"³<·½¹ÀÒ¿7³<Ä]À+¼�ÅÊÃ�¼�ÅÌ²�¸»ÆV²Y³]·&À+·XÅ�³]·ÉÓ���²Y¸�¿�¸È¿�Á�¼�Å�³]·X¿I½¹Ã�¼{ÅYÃ�ÝYÂ�³�¿7¸�¼�ÄF³�½7²Y³�ÐÚÀ+·¹ºüÀ�Ð���Ñ"Ó ñ z{Ó ðVð�ó¸È¿�ºtÀ+·¹³kÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â*½7²{Ã�¼G½7²Y³t¿7Ä<Ã�Â�¸»¼�ÆÙÔ�¼{¿7Ã�½7Û ñ z�Ó ÷2z¾óTÕ*Ö�²Y¸ÈÄX²�¸�¼EÇ+ÀVÂ»ÇV³<¿�¿7¸»µS·¹Ã�½7²Y³<·�½¹²�Ã�¼¼�¸»¼Y³k¶�Ã�·XÃ�ºt³]½7³]·X¿<Ó&
�À Ö�³<Ç+³]·ÉÕ�¿7¸»¼{ÄF³´ÀVÁY·�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂÈÃ ½7¸�À+¼sÀ+Ð.½7²Y³%ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×s¿7²Y¸�Ðø½X¿�Ä<Ã�Á�¿7³<ÅÝE×
½7²�³®¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼SÄ]Ã+¼Y¼YÀ+½�Ý"³´½7·¹Á�¿I½7³ÉÅØÝ{³<×+ÀV¼�Å
Í�·X¿�½�À+·XÅ�³]·�¸�¼
ξ
Õ"À+Á�·�·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿�Ã+·7³®¸»¼³É¿7¿7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�Ã�ÆV·7³<³]ºt³]¼¾½.Ö�¸�½¹²Ò½7²YÀ¾¿I³�À+Ð�²�ò�ð ´ Ó���ÁY·.Ö&À+·¹Ë%½7²EÁ�¿�³FµE½7³<¼�ÅY¿�½¹²�Ã ½cÀ+Ð�²�ò�ð ´ ¸»¼Ò½¹²Y³¿7³]¼{¿I³Ï½¹²�Ã ½�Ö&³´Å�³]½7³]·¹ºt¸»¼�³

ξ
Ã�¼�Å

τ
Ã+¿�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼{¿�À�Ð£½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³+Õ�½¹²Y³]·¹³]ÝE×
Ã�Â�Â»À Ö�¸�¼YÆÐÚÀV·�ÃtÅ�¸�·7³ÉÄT½�ÄFÀVºÒ¶{Ã�·¹¸�¿7À+¼ÙÖ�¸�½¹²
³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½<Ó

�®Y�� V b���ÿM�����eb����»`<��� ÿÕ�<�
ÿ������eb4�<���
��¼k½7²�¸�¿�Þ�²�Ã+¶�½7³<·<Õ Ö&³&²�ÃfÇ+³&Ä]Ã�ÂÈÄFÁ�Â�Ã�½7³<Å´½7²Y³&ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿£·7³<Â�Ã�µYÃ ½7¸�À+¼%·XÃ ½¹³�ÐÚÀV·.Ã�¼®¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�¼YÆö�³]·¹ºt¸%ÆVÃ+¿Ù¸�¼A¸»½¹¿
¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�¶Y²�ÃV¿I³�ÝE×?ºÒ³ÉÃ�¼�¿ÙÀ�ÐtÃ�¼AÃ+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹³G¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼AÀ�Ð´½¹²Y³	&ÀVÂ�½¹Û]ºÌÃ�¼Y¼Ì³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼Ò¸�¼ÌÝ"À�½7²w½7²Y³�Á�¼Y¸�ÐÚÀV·7ºüÃ�¼{ÅÒ½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅÌÄ<Ã+¿7³<¿<Ó½ò�³�²�ÃfÇ+³�ÐÚÀVÁY¼�ÅÒ½¹²Y³ÃV¿I×Eºt¶�½¹À�½7¸ÈÄ.Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·�Ã�½�Â�À Ö{-f²Y¸�Æ+²�½7³<ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³<¿*Ã+¼�Å�ÐÚÀ+·�Ö�³ÉÃ�Ë�- ¿I½7·¹À+¼�Æ�¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿<ÕÃ+¼�Å?¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºt³<Å?ÃH¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ ½¹¸»ÀV¼ À+Ð%½7²Y³�ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼á¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â�ºtÃ+¶Y¶Y¸�¼YÆH½¹²Y³¸�¼¾½7³<·7ºt³<ÅY¸�Ã�½7³�½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³É¿�Ä]ÁY·¹·7³<¼V½¹Â»×�¸�¼¾ÇV³<¿I½7¸�ÆVÃ�½7³<Å´¸»¼®½7²Y³&³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿a² W ��Õ W y�Õ�î�í ´ Ó��¼ ¶�Ã+·I½¹¸�Ä]ÁYÂ�Ã+·tÖ�³
²�ÃfÇ+³Ù¶{ÀV¸»¼¾½¹³<Å5À+Á�½t½7²{Ã ½<Õ�ÐÚÀ+·Ò½�×E¶Y¸ÈÄ]Ã�Â�³]µ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹Ã+Â&¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·X¿]Õ²E×�Å�·¹À�Å�×E¼�Ã�ºt¸ÈÄ&Ä]À+¼�ÅY¸�½¹¸»ÀV¼�¿£ÐÚÀ+·.ºtÀ�½¹¸»ÀV¼k¸�¼Ò½7²Y³�½¹·¹Ã+¼�¿7Ç+³]·X¿7³�Å�¸�·7³ÉÄT½¹¸»ÀV¼ÒÃ+·7³&¼YÀ�½�Ã�½I½XÃ�¸�¼Y³<Å³<Ç+³<¼
¸�¼Ù½7²Y³%ÁY¼�¸�½XÃ�·¹¸�½�×w·¹³]ÆV¸»ºt³

k ó |a| � 1
Ó��ÁYÝ�¿7³<Ñ¾ÁY³]¼¾½¹Â»×
Ö�³%²{ÃfÇ+³%¿IÀVÂ»ÇV³<ÅÙ½7²�³´ËE¸»¼Y³]½7¸ÈÄ%³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼
ÐÚÀ+·�½7²Y³®¿7³]ºt¸»Î-Ä]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â*ÅY¸�¿IÎ½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼ÌÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼Ì¸�¼�ÄFÂ�Á�Å�¸�¼YÆ%½¹²Y³�ºt³<Ã+¼tÍ�³]ÂÈÅÌÃ+¿�Ã�¼wÃ+Å�Å�¸�½¹¸»ÀV¼�Ã�Â{¿�½¹·7³ÉÃ�ºt¸»¼�ÆÏ½7³]·¹ºüÃ�¼�ÅÅY³F½7³<·7ºt¸�¼Y³<ÅS½7²Y³kÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF×ØÃ�¼�Å�Ã ½I½¹³]¼EÁ�Ã�½7¸�À+¼SÀ+Ð�ÄFÀ+Â�Â�³<ÄT½¹¸»ÇV³®ºtÀ�Å�³<¿�Ã+¿�ÃÌÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼�À�Ð½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³Ø¸�¼?¶Y·¹³<¿7³]¼�Ä]³
À+ÐÏ¿I½7·¹À+¼�Æ�¸�¼¾½7³<·IÎ-¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³
¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼�¿]Ó ��ÁY·t½7·¹³<Ã�½7ºt³]¼¾½Ã+¶Y¶YÂ�¸»³É¿�½7ÀÊÝ{À+½7²s½7²�³´ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼YÂ�³<¿¹¿�Ã�¼�ÅÙ½7²�³´²E×EÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ�Â»¸�ºt¸�½X¿]Õ~Ã+¿�Ö&³]Â�Â�ÃV¿�½7Àt½¹²Y³¸�¼¾½7³<·7ºt³<ÅY¸�Ã�½7³%·¹³]Æ+¸�ºt³+Óò�³%²�ÃfÇV³ÏÑ¾Á�Ã+¼¾½7¸»½¹Ã ½¹¸»ÇV³]Â�×ÊÄFÀVºt¶�Ã�·¹³<ÅÙÀ+ÁY·�½¹²Y³]ÀV·7×ÊÖ�¸�½¹²SÃk·¹³<Ä]³]¼¾½�³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½�¶"³]·7ÎÐÚÀV·7ºt³ÉÅ®¸�¼Ò½7²Y³�ù�ÁYË+³���¼Y¸»ÇV³]·X¿I¸»½�×%Æ+·¹À+Á�¶�² W � ´ Ã+¼�Å®ÐÚÀ+ÁY¼�ÅtÅ�³]Í�¼Y¸»½7³�Å�¸È¿¹ÄF·¹³]¶�Ã+¼�ÄF¸�³<¿£¸�¼®½¹²Y³²�¸»ÆV²t½7³]ºt¶"³]·XÃ ½¹ÁY·7³�·¹³]ÆV¸»ÀV¼*å�ÀVÝ�¿7³]·¹Ç+³<Å®ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF¸�³<¿cÃ+Æ+·¹³]³�Ö�¸»½7²t½7²�³�²E×EÅY·7À�Å�×E¼�Ã+ºÒ¸ÈÄ�·¹³FÎ¿7ÁYÂ»½.³]Ç+³<¼%ÐÚÀ+·

T > T ó Õ�Ã�·¹³]Æ+¸�ºt³�Ö�²Y³<·7³�½7²Y³&ÆVÃV¿�¸È¿�Å�³FÍ{¼Y¸�½¹³]Â�×%¸»¼Ò¸»½¹¿£¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â¾¶Y²�ÃV¿I³&Ã�¼�ÅÀVÁY·Ï½7²�³]À+·¹×Ø¶Y·¹³<Å�¸ÈÄT½X¿ÏÃÊÝ"³]²�ÃfÇE¸�À+·%ÄFÂ�ÀV¿7³]·�½7À
½¹²Y³ÌÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼YÂ�³<¿¹¿�ÀV¼Y³+Ók��¼�½¹²Y³ÒÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆÖ&³´Ã�¼{Ã�Â�×¾Û<³�¶"ÀV¿¹¿7¸»ÝYÂ�³ÏÀ+·¹¸»ÆV¸»¼{¿�À+Ð�½¹²Y¸È¿�Å�¸È¿7Ã+Æ+·¹³]³]ºt³<¼V½ÉÓ��ÀÊÝ"³]ÆV¸»¼GÖ�¸�½¹²*Õ�Ö&³®¼YÀ+½7³´½¹²�Ã ½�½7²�³ÒÄ]·7À¾¿7¿�¿I³ÉÄT½7¸�À+¼ ñ z�Ó W yVó�Á�¿7³<Å�¸»¼�À+ÁY·�½7·¹³<Ã�½7ºt³]¼¾½À+Ð´½7²�³8Ä]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼ç¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â�¼Y³]ÆVÂ»³ÉÄT½X¿Ùºt³ÉÅ�¸»Á�º ³FÜ~³<ÄT½X¿]Õ�¸(Ó ³VÓ�½¹²Y³�¶{À¾¿7¿7¸»Ý�¸»Â�¸�½�×á½¹²�Ã ½s¸�¼�Î½¹³]·¹ºt³<Å�¸ÈÃ ½¹³Ù¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ�¿I½¹Ã�½7³<¿®ºÌÃf×�¼�À�½kÝ"³ÙÃfÇ Ã+¸»ÂÈÃ�ÝYÂ�³ÊÅ�Á�³w½7À�öY³<·7ºt¸&ÝYÂ»À�ÄXËE¸�¼YÆ�Ó�Ô�¿
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Ô3¿7¸»ºt¶YÂ�³Ï³<¿I½7¸�ºÌÃ ½7³%¿7²YÀ Ö�¿�½7²�Ã�½�½7²Y³´¿7³F½¹ÁY¶
Ö�³Ï¶Y·¹À+¶"ÀV¿7³�Ã+Â»Â�À Ö�¿&À+¼Y³�½¹ÀtÃ+¶Y¶Y·¹ÀVÃVÄX²w½7²�³Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<Ås·¹³]ÆV¸»ºt³kÖ�¸�½¹²�³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½XÃ�Â�Â»×
·¹³<Ã+¿7À+¼{Ã�ÝYÂ�³%¶�Ã�·XÃ�ºt³]½7³]·X¿<Ó�Ô�¿�Ö&³®Ö�¸�Â»Â�¿I³<³®¸�¼�E³ÉÄ�Ófò�Ó ï�ÕÉ½7²Y³�³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ�Â�³]¼YÆ+½7²´¶Y·¹³<¿7³]¼¾½X¿*Ã�¼%¸�¼�Í�¼Y¸»½7³�¼EÁYº®Ý"³]·�À�ÐYÅ�¸�Ç+³]·¹Æ+³<¼�ÄF³É¿½¹²�Ã ½kÄ<Ã�¼HÝ"³w³Fµ�¶YÂ�À+¸»½7³ÉÅ�½7ÀØÀVÝ�½¹Ã+¸»¼âÃØ·¹³<¿7À+¼{Ã�¼¾½´ÄF·¹ÀV¿¹¿�Î�¿I³ÉÄT½¹¸»ÀV¼SÐÚÀ+·®½7²Y³ÊºtÃ�½I½¹³]·®Ö�ÃfÇ+³VÕ
σ = 4π/k2 Ó.��¼Ù½¹²Y¸È¿�Ä]ÃV¿I³VÕE½7²Y³%��À+Ü"³]Î-��³<Æ+³<Â~Ä]·7¸»½7³<·7¸�À+¼ ñ òYÓ î+ó&·7³ÉÃ+ÅY¿<å

kd . (4πp)
1/3

,
ñ ò�Ó W í¾ó

Ö�²Y¸ÈÄX²?ÐÚÀV·
ÃâÍ�Â»Â�¸�¼YÆâÐqÃVÄT½7ÀV·
p = 10

æ ×E¸�³]ÂÈÅY¿
kd . 1

ÓJÔU½�×E¶Y¸�Ä<Ã�Â�½7²Y³<·7ºÌÃ+Â�Ö�ÃfÇ+³¼EÁYºkÝ{³<·ÒÄ<Ã�¼\Ý"³
³<¿I½7¸�ºtÃ�½7³ÉÅHÝE×
~

2k2/2mA ≈ 3kBT/2
Ã�¼�Åâ½7²Y³ÙÐÚÀ+·¹ºt³]·tÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼

¹ Ù Ým¾ÀÑ2Ì�ÉqÈÚ¾e¾eÌ»ÎNÂRÈÃÖ�Ì�×ØÓ�ÈaÍ�È(Ó�¿(ÝmÝ*Ì»Î/É
×Ø¿µÁ2×ØÏ
40
â�ÈÚ¾e¿µÉ
Ó Ê

λA = 769.9
Á2É Í Ä4¾eÑ2Ì�Ó,È(É
Ì½ÏÃÈ(ÙØÏ»Ç2ÙÜÈÚ¾À×Ø¿µÁÐ9×ØÌ»ÙØÊ2Ó

V A
0 = −3.6EA

r

ç�W�Ç2Ì�¾e¿Õ¾eÑ2Ì¶ÓÀÉqÈ(ÙØÙØÌ»ÎAÊ2Ì=¾ÀÇ2Á9×ØÁ2ÍqÈ(Á2Êq¾ÀÑ2Ì¶ÙÜÈ(Î/ÍµÌ»ÎRÉqÈ(ÓÀÓ`Ä�¾eÑ2Ì¶¿µ¼9¾e×ØÏÃÈ(Ùn¼�¿(¾ÀÌ»Á�¾À×ÜÈ(ÙÂ�¿µÇ2ÙØÊæ×ØÁ2Ê2Ç2Ï»Ì¶Á2¿(¾e×ØÏ»Ì`È(Ô9ÙØÌaÌ(Ç6Ì»Ï=¾ÀÓ�¿µÁæ¾eÑ2ÌÅ¼6¿(¾ÀÈ(ÓÀÓe×ØÇ2É\ÉqÈÚ¾/¾eÌÃÎ�ÂRÈ»Ö�Ìµç
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Ä<Ã�¼sÝ"³%Ö�·7¸»½I½¹³]¼sÃ+¿

T .
(4πp)

2/3

3

~
2

mAkBd2
.

ñ òYÓ WdW ó
ò?¸»½7²ÙÃ�¼Ì¸�¼V½¹³]·7Î(Ö&³]Â�Â�Å�¸È¿I½¹Ã�¼{ÄF³

d ≈ 400
¼YºsÕ�ÐqÃfÇ+ÀV·¹Ã+ÝYÂ�³&Ä]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼{¿�ÐÚÀ+·�½7²Y³�Â�À�Ä]Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼À+Ð�Ã 6 ��¸�ÐÚ³<·7ºt¸�À+¼Y¸ÈÄwÄ]Â»ÀVÁ�ÅHÃ�·¹³ÌÀ+Ý�½XÃ�¸�¼Y³<Å\Ã ½´½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³<¿®À�Ð�À+·XÅ�³<·kî�íVí�¼�ûtÕ*Ö�²�¸�ÄX²Ä<Ã�¼sÝ"³%·7ÀVÁ�½7¸�¼Y³]Â�×w·¹³<ÃVÄX²Y³<ÅÊ¸»¼s¶Y·¹³<¿7³]¼¾½�³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿]Ó��¼Ù½7²�¸�¿���³<ÄT½¹¸»ÀV¼*Õ�Ö&³�¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×Ì¸»¼EÇ+³É¿�½¹¸»Æ¾Ã ½¹³�½¹²Y³%¶{À¾¿7¿7¸�ÝY¸»Â�¸»½�×tÐÚÀ+·�½7²�³ÏÅY¸�¿7À+·XÅ�³]·¹³<ÅºtÀ�Å�³<Â�
�Ã+ºÒ¸�Â»½7À+¼�¸�Ã+¼5��Ñ"Ó ñ ò�Ó y+ók½7À8Â�³<ÃVÅ\½¹À8ºtÃ�½I½¹³]·ÌÖ�ÃfÇ+³
Â»À�Ä]Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼*ÓáÔMÄF³<¼¾½7·XÃ�ÂÑ¾ÁY³É¿�½¹¸»ÀV¼Ø¸�¿�¼YÀ Ö ²�À ÖA½¹ÀwÀ+Ý�½XÃ�¸�¼s¼¾Á�ºÒ³<·7¸ÈÄ]Ã+Â*³]ÇE¸ÈÅ�³]¼{ÄF³%ÐÚÀV·�¸�½ÉÓ�õcÃ�·¹¸»ÀVÁ�¿�Ã�¼�¿7Ö&³]·X¿�²�ÃfÇ+³Ý"³]³<¼sÆ+¸�Ç+³]¼
¸�¼Ê½¹²Y³%Â»¸»½7³<·¹Ã�½7ÁY·¹³+ÕYÃ+¼�ÅÙ¸»¼
½7²�³�ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸�¼YÆtÖ�³ÏÖ�¸�Â»Â*Ã+¶Y¶Y·¹ÀVÃ+ÄX²Ê½7²Y³Ï¶Y·¹À+Ý�Â»³<ºÐÚ·¹À+º¬Å�¸»Ü"³<·7³<¼V½�Å�¸�·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼�¿<Ó

i�÷��T÷%ø © reyum)ù£g�� x�¤jr gut t4zjk%mR}CgCh|m8��re�%re�¥rehLxPiqgC�üx�¤|r���reisgC�N�CrehLx
Ô Ä]·7¸»½7³<·7¸�À+¼Ù¶Y·7³É¿I³<¼¾½7³<ÅwÝ¾×ÙûÏ·¹Ã+ºÒ³<·�Ã+¼�ÅÙà�Ã+Ä]ûÏ¸�¼Y¼YÀV¼ ²�î�ð ´ Ä]À+¼�¿7¸�¿I½¹¿&¸�¼Ù¿7²YÀ Ö�¸�¼YÆ´½¹²�Ã ½ÉÕÃ�½�ÃÒ¶{À¾¿I¸»½7¸�Ç+³Ï³]¼�³]·¹Æ+×

E ≡ ~
2k2/2mA

ÕYÀ�Ü"Î-ÅY¸�Ã+Æ+À+¼{Ã�Â~³]Â�³]ºt³]¼¾½X¿�À�Ð£½7²Y³%·¹³<¿7À+Â�Ç+³<¼V½ G =
(E+ i0+−H)−1 ¸�¼w·¹³<Ã+Â{¿7¶�Ã+Ä]³�Å�³<Ä]·7³ÉÃ+¿7³�³Fµ�¶"À+¼Y³<¼V½¹¸�Ã+Â»Â�×ÒÖ�¸�½¹²Ì½7²Y³�Å�¸È¿�½XÃ�¼�Ä]³�Ý{³]½�Ö�³<³]¼½¹²Y³w½�Ö&À�Ä]À+¼�¿7¸�ÅY³]·¹³<Å�¶{ÀV¸»¼¾½X¿]ÓØ��²Y¸È¿®¸È¿®¿I½7·XÃ�¸�Æ+²¾½7ÐÚÀ+·¹Ö&Ã+·¹ÅS½7ÀS¸�ºt¶YÂ»³<ºt³]¼¾½k¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×+ÕÃ+¼�ÅÙ½7²Y³%³ÉÑ¾ÁY¸»Ç Ã+Â»³<¼V½�¶�·7ÀVÝYÂ»³<º±ÐÚÀ+·�Â�¸�Æ+²¾½�Ö&ÃfÇV³<¿�²�Ã+¿�Ý{³<³]¼ØÃ+ÅYÅY·7³É¿7¿7³<ÅÊ¸»¼ ² ïVòEÕ�ïVð ´ Ó���²Y³·¹³<¿7À+Â�Ç+³<¼¾½�¸�¼G¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³tÀ�Ð

N
¶"À+¸�¼¾½IÎ-Â»¸�Ë+³t¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿ÏÄ]Ã+¼GÝ"³t³Fµ�¶�Ã+¼�Å�³<ÅG¸�¼G¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆ¶"À Ö&³]·X¿�À�Ð�½¹²Y³%¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼*Õ

G = G0 + G0VG0 + G0VG0VG0 + . . . ,
ñ òYÓ W î+ó

G0
Ý"³]¸�¼YÆÒ½7²�³%·7³É¿IÀVÂ»ÇV³]¼¾½&À+Ð H0

Óc��²Y³%¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³Ï¶Y·¹À+¶�Ã+ÆVÃ�½7À+·�¸»¼
ÐÚ·¹³]³%¿7¶�Ã+Ä]³�¸È¿
g0 (r − r′) ≡ 〈r |G0| r′〉 = −mA

~2

eik|r−r′|
2π |r − r′| .

ñ òYÓ W ïVó
Ô�¿7¿7ÁYºt¸�¼YÆ

r, r′ 6= {rj}
Õ+ÐÚÀV·c½7²�³�ºÌÃ ½¹·7¸»µÒ³<Â»³<ºt³]¼¾½¹¿�À�Ð�½7²�³�¿7³<ÄFÀV¼�ÅtÀ+·XÅ�³<·.½7³<·7ºJÖ�³�Í�¼�Å

〈r |G0VG0VG0| r′〉 = g2
eff

∑

j 6=l

g0 (r − rj) g0 (rj − rl) g0 (rl − r′) +

g2
eff

∑

j=l

g0 (r − rj)

{

∂

∂r
[rg0 (r)]

∣

∣

∣

∣

r=0

}

g0 (rj − r′) .
ñ òYÓ W z¾ó

��²�³�¶�¿7³]Á�ÅYÀ�Î-¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�·7³<Æ+ÁYÂÈÃ�·¹¸�Û]³<¿Ò½¹²Y³S½¹³]·¹ºÌ¿ÌÖ�¸�½¹²
j = l

Õ�Ö�²Y¸ÈÄX²AÃ�·¹³ØÀ�½¹²Y³]·¹Ö�¸�¿7³ÅY¸»ÇV³]·¹Æ+³]¼¾½Éå
∂

∂r
[rg0 (r)]

∣

∣

∣

∣

r=0

= −mA

~2

ik

2π

ñ òYÓ W ò+ó
��²�³�²Y¸�Æ+²Y³<·�ÀV·¹Å�³<·.½7³<·7ºÌ¿&Ã�·¹³�½7·¹³<Ã�½7³ÉÅt¸»¼ÊÃ®¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·�Ö&Ãf×ÒÃ�¼�Åt½¹²Y³�·¹³<¿7ÁYÂ»½7¸�¼YÆ´ÆV³]À+ºt³]½7·¹¸�Ä¿7³]·¹¸�³<¿�Ä]Ã+¼ÙÝ"³%·¹³FÎ�¿IÁYºtºt³<ÅÊ½7ÀtÆV¸»ÇV³

〈r |G| r′〉 = g0 (r − r′) +
2π~

2

mA

∑

jl

g0 (r − rj)
[

M−1
]

jl
g0 (rl − r′)

ñ òYÓ W ðVó
Ö�²�³]·¹³

M =

�
aeff

+M∞ ñ òYÓ W ÷�ó



ê è ñ�Tgf ê"î���ì��Ãíjêô� ínðZ�s� ñ h?�9ëÚñ íjê¸í�éC�{�9ë=ëN�6ì)½C�F%
�Z�

1e-12

1e-09

1e-06

0,001

1

 | 
<r

|G
|0

> 
|2  (a

.u
.)

0 1 2 3 4
|r|

k=0.3d-1

k=3.0d-1

|g0(r)|2

0.01*exp(-|r|/0.24)

ö£¸�Æ+ÁY·¹³�ò�Ó z�å£ù�³ÉÄ]Ãf×ÒÀ�Ð~½7²�³�ô�·¹³]³]¼e5 ¿�ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼ÊÃ+¿�ÃÏÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼wÀ+Ð"½¹²Y³�ÅY¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³�ÐÚ·¹À+º;½7²�³Ä]³]¼¾½7³<·�À�Ð�½7²�³®ÄFÂ�À+Á�ÅsÀ+Ðc¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹³]·X¿]ÕYÃfÇV³]·XÃ�ÆV³<ÅwÀ ÇV³]· W í+íÌÅ�¸»Ü"³<·7³<¼¾½�·7³ÉÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼�¿�À�Ð�½7²�³·XÃ�¼�ÅYÀ+ºP¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Ó.��²Y³ ≈ 4600
¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿ ñ

a çon = 0.3d
ó.Ã+·7³�Å�¸È¿�½¹·7¸�ÝYÁ�½¹³<Åt¸�¼wÃ%ÄFÁYÝ�¸�ÄÝ"ÀfµÊÀ�Ð�¿I¸ÈÅ�³

21d
Õ�À�Ä<ÄFÁY¶E×E¸»¼�ÆÒ³ÉÃ+ÄX²
¿I¸»½7³%À+Ð�½7²�³%Â�Ã�½I½7¸ÈÄF³%Ö�¸»½7²

p = 50%
Ó

¸È¿kÃ
N × N

ºÌÃ ½¹·7¸»µ�Õ��Ï½7²Y³Ù¸�Å�³<¼¾½7¸»½�×�ºÌÃ�½7·7¸»µâÃ�¼�Å
M∞ Ã�¿7×¾ºtºt³F½¹·7¸ÈÄÌºÌÃ ½¹·7¸»µHÖ�¸�½¹²³<Â»³<ºÒ³<¼¾½¹¿�Å�³]Í�¼Y³<Å
ÝE×

M∞
jl =

{

exp (ik |rj − rl|) / |rj − rl|
¸»Ð
j 6= l,

ik
¸�Ð
j = l.

ñ ò�Ó W �¾ó
��²Y³¸3:Ãm�d%�+£Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7¸�À+¼´À+ÐY½7²�³&·¹³<¿7À+Â�Ç+³<¼¾½�¸»¼ÒÄFÀEÀ+·XÅ�¸�¼�Ã ½¹³<¿£¿I¶{Ã+ÄF³�¸�¿£¸�¼´½¹²Y¸�¿�Ö�Ãf×Ï·7³ÉÅ�Á�Ä]³<Å½¹ÀØ½7²Y³Ê¸»¼EÇ+³<·¹¿7¸�À+¼�À�Ð�ÃØÄFÀVºÒ¶�Â»³]µ�¿7×¾ºtºt³F½¹·7¸ÈÄ ñ ¼YÀ�½®²�³]·¹ºÒ¸»½7¸ÈÃ�¼"ó

N × N
ºtÃ�½7·¹¸�µ�Ó�òG³²�ÃfÇV³�¸»ºt¶YÂ�³]ºt³]¼¾½¹³<Å�½7²�³�ÄF·¹¸�½¹³]·¹¸»ÀV¼�ÝE×�ûÏ·¹Ã+ºÒ³<·*Ã�¼�ÅÏàSÃVÄ]ûÏ¸�¼Y¼YÀV¼*Õ<Ã+¼�Å�¸»¼�ÅY³]³<ÅÏÖ&³�ÐÚÀ+Á�¼�ÅÃ+¼G³]µE¶"À+¼�³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂcÅ�³ÉÄ]Ãf×ØÀ+Ð |〈r |G| r′〉|2 ÐÚÀV·Ï¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½¹Â»×�¿IºÌÃ�Â�Â.³]¼�³]·¹Æ+¸�³<¿<Õ*Ã+¿Ï¿I²�À Ö�¼G¸�¼ö£¸�Æ�Ó�ò�Ó zYÓ
�À Ö&³]ÇV³]·ÉÕ*Ã+¿ÏÖ&³Ì¿I²�Ã+Â»ÂcÅY³]ºtÀ+¼�¿I½7·XÃ ½¹³+Õ~½¹²Y¸�¿´·¹Ã+¶Y¸�Å�Å�³ÉÄ]Ãf×ØºÌÃf×S¼YÀ+½ÏÝ"³wÅ�ÁY³t½¹ÀsÂ»À+ÎÄ<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼�ÕYÝYÁ�½�½7Àt½7²�³´ÐqÃ+ÄF½�½7²{Ã ½�½¹²Y³´³]¼�³]·¹Æ+×

E
¸È¿�¸�¼SÃw¿7¶{³ÉÄT½¹·¹Ã+Â*ÆVÃ+¶
À+Ð�½7²Y³Ò¿I×�¿I½7³]º

² ï�z ´ Ó��Àw¶Y·¹À Ç+³�½7²Y¸È¿�¿I½¹Ã�½7³]ºt³<¼V½ÉÕ�Ö&³%²�ÃfÇ+³%³<¼�ÄFÂ�ÀV¿7³<Å
ÀVÁY·�ÂÈÃ ½I½¹¸�Ä]³%À�Ðc¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿�¸�¼SÃtÝ{ÀfµÀ+Ð£¿7¸�Å�³
L
Õ�¸»ºt¶"ÀV¿7¸»¼�ÆÒ¶"³]·¹¸�ÀEÅY¸�Ä�Ý"À+ÁY¼�Å�Ã�·¹×ÊÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿�ÀV¼Ê½¹²Y³%Ö&Ã+Â»ÂÈ¿�À�Ð�½7²Y³%Ý"Àfµ�Ó.��²Y¸�¿Ã+ºÒÀVÁY¼¾½¹¿�½7ÀÏ·¹³]¶YÂÈÃ+Ä]¸»¼�Æ���Ñ"Ó ñ òYÓ W ï+ó�ÝE×%½7²Y³�¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³&¶Y·¹À+¶�Ã+ÆVÃ�½7À+·£¿7Ã�½7¸È¿�ÐÚ×E¸�¼YÆ�½7²Y³�Ä]À+·¹·7³ÉÄT½Ý"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×ÊÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿:W å

g v �.w0 (r) =
2m

~2L3

∑

q

³ iq·r
k2 − q2

,
ñ ò�Ó W y¾ó

Ö�¸»½7²
q = 2πn/L

Ã+¼�Å
n ∈ Z

3
ñ Ãw½7·¹¸»¶�Â»³]½�À+Ð�¸»¼¾½¹³]Æ+³<·¹¿XóTÓ���¼�Å�³<³<Å�Ö�³®ÐÚÀ+ÁY¼�ÅS½7²�Ã�½<Õ~ÐÚÀV·½¹²Y³�³<¼�¿I³<º®ÝYÂ�³�À+Ð�¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹³]·X¿.Á�¿7³<ÅÌ¸�¼Êö£¸�Æ�Ó¾òYÓ z�ÕV½¹²Y³�ÆV·7ÀVÁY¼�Åt¿I½¹Ã ½¹³�À+Ð�½7²Y³�¿I×�¿I½7³]ºsÕ¾À+¼�Ä]³³<¼�ÄFÂ�ÀV¿7³<ÅÙ¸»¼ØÃtÝ"ÀfµÊÀ�Ð.¿7¸�Å�³

L = 23d
ñ ¿IÂ�¸�Æ+²¾½7Â�×wÂÈÃ�·¹Æ+³]·&½¹²�Ã�¼
½7²�³®¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆkºt³ÉÅ�¸»Á�ºÌóFÕ¸È¿´ÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½7³<·7¸�Û]³ÉÅØÝE×GÃ
Ö�ÃfÇ+³t¼EÁYº®Ý"³]·
k x ö H = 0.7202d−1 ÓÊ��²Y³Ì³]µ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂcÅY³<Ä]Ãf×�:� Ñ2Ì
ÓeÇ2É
ÉqÈÚ¾e×Ø¿µÁ�É�Ç2Óe¾ÅÔ�Ì
¼�Ì»Î/Ý�¿µÎ/É
ÌÃÊoÁVÇ2É
Ì»Î/×ØÏÃÈ(ÙØÙ Ð�È(Á2Ê&× ¾eÓaÏ»¿µÁ�Ö�Ì»ÎeÍµÌ»Á2Ï»Ì�×ØÓ¶Ö�Ì»Î�Ð&ÓÀÙØ¿ÃÂÅÄsÓÀ×ØÁ2Ï»Ì

P

q q−2 ∼
R
Ê
q O(1) Î ¾e¿<Ì»Ö(È(ÙØÇ"ÈÚ¾eÌæ× ¾aÌ.y
Ï»×ØÌ»Á4¾eÙ Ð�ÄAÂ�Ì
ÉqÈ(Á9×Ø¼2Ç2ÙÜÈÚ¾eÌÃÊ&È(ÙØÍµÌÃÔ9ÎÀÈ(×ØÏÃÈ(ÙØÙ Ð{zAÆ�ç Ê}| ç Z9~?Í È(ÓÓÀÑ2¿ÃÂ½Á�×ØÁ���¼2¼�Ì»Á2Ê2× -�ã�ç
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k = 0.3d−1 ÝE× |〈r |G| r′〉|2 ¸�¿*½7²Y³<·7³]ÐÚÀ+·¹³.¿I¸�ºt¶YÂ»×�¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã ½¹¸»¼�Æ�½7²�Ã�½�Ã ½�¿7Á�ÄX²%Â�À Ö³<¼Y³]·¹Æ+×�¼YÀ�¿I½¹Ã�½7³&Ä]Ã�¼%³]µ�¸�¿I½�Å�³<³]¶´¸�¼�¿7¸�Å�³�½7²Y³�ºt³<Å�¸�ÁYºsÓ���¼´Ã�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ�³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½ÉÕÉÖ&³ºt¸�Æ+²¾½c¸�ºtÃ+Æ+¸�¼Y³�Ã�¶YÂ�Ã+¼Y³�Ö&ÃfÇV³&Ä]À+ºt¸�¼YÆ�ÐÚ·7ÀVºP¸»¼YÍ�¼Y¸»½�×´½7²{Ã ½�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·¹¿£À+¼k½7²�³�½7·XÃ�¶Y¶"³<Å
BÃ�½7ÀVºt¿<å�¸�Ð

k < k x ö H ½7²Y³�¸�¼�ÄFÀVºÒ¸�¼YÆÒÖ&ÃfÇV³�ÁY¼�ÅY³]·¹Æ+ÀE³<¿�½7À+½¹Ã�Â~·¹³Fß�³ÉÄT½¹¸»ÀV¼*Õ¾Ã+¼�Åw¸�¼�¿7¸�ÅY³�½¹²Y³·XÃ�¼{Å�À+ºJºt³<Å�¸�ÁYº±À+¼�Â»×Ò¶{³<¼Y³F½¹·¹Ã�½7³É¿�Ã+¼Ì³]Ç Ã�¼Y³É¿7Ä]³]¼¾½�Ö�ÃfÇ+³VÕ�½7²{Ã ½&ÅY³<Ä]Ãf×�¿�³Fµ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½¹¸�Ã+Â»Â�×ÐÚ·¹À+ºë½¹²Y³ÊÝ"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×GÀ+Ð�½7²Y³ÙºÒ³ÉÅ�¸�ÁYº ½7À Ö�Ã�·XÅY¿Ï¸»½¹¿k¸»¼¾½7³<·7¸�À+·ÉÓS��²Y¸È¿®³]µYÃ�ºt¶YÂ�³ÊÄFÂ�³<Ã+·7Â�×¶"À+¸�¼¾½¹¿�À+ÁY½�½¹²�Ã ½%Ã�¼G³Fµ�¶"À+¼Y³<¼V½¹¸�Ã+Â£ÅY³<Ä]Ãf×ØÀ+Ð |〈r |G| r′〉|2 ¸�¿�¼YÀ+½ÏÃ
¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½ÏÄ]·7¸»½7³<·7¸�À+¼½¹Àt¶Y·7À ÇV³�Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼Ê¸�¼ÙÀVÁY·�¿I×�¿I½7³<º
ÕY¿7¸�¼�ÄF³Ï¸»½�ÅYÀ¾³É¿&¼YÀ�½�Æ+Á{Ã�·XÃ�¼¾½7³<³�½7²�³�³]µ�¸�¿I½7³<¼�ÄF³ÏÀ�Ð¿I½¹Ã�½7³É¿�Å�³]³<¶Ù¸�¼�¿7¸�ÅY³Ï½7²Y³%·XÃ�¼�ÅYÀ+º±¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(Ó
i�÷��T÷�� © k%��rey$xlk%�¥m�}Ck%hj} g��ôx�¤|r]i�xPmRxPrei
��²�³
ºtÀ¾¿�½wÅ�¸�·7³ÉÄT½tÖ&Ãf×8½¹ÀG¶�·7À ÇV³ÙÂ�À�Ä]Ã�Â�¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼\¿7³]³]ºÌ¿k½7À8³]µE²�¸»ÝY¸»½w¿�½XÃ ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹×H¿�½XÃ ½7³É¿½¹²�Ã ½�Ã+·7³4� Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<Å)5¾¸�¼�¿7¸�ÅY³�½¹²Y³%Å�¸�¿7À+·XÅ�³<·7³ÉÅÌ¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â Õ¾½¹²�Ã ½�¸È¿�Ö�¸»½7²sÃkÖ&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼¿I½7·¹À+¼�Æ+Â�×´¶{³ÉÃ�ËV³<ÅÒ¸»¼{¿I¸ÈÅ�³�½7²�³�¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ�ºt³ÉÅ�¸»Á�º
ÕEÅ�³ÉÄF·¹³<Ã+¿7¸�¼YÆ�³]µ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â�×´½7À Ö�Ã�·XÅY¿½¹²Y³
Ý{ÀV·¹Å�³<·¹¿®À�Ð�½¹²Y³Ù¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆSºt³ÉÅ�¸»Á�º
Ó���À�½7²Y¸È¿k³]¼�Å�Õ.Ö&³ÊÁ{¿I³Ê½7²Y³ÊÐqÃ+ÄT½k½7²�Ã�½®½¹²Y³Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

φ(r; r0) ≡ Im 〈r|G(E + i0+)|r0〉,
ñ òYÓ î+íVó

Ö�²�³]¼w¼YÀ+½�¸ÈÅ�³]¼¾½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×tÛ]³<·7À{Õ+¸È¿�Ã+¼Ì³FµYÃ+ÄF½�³<¸»ÆV³]¼�¿I½¹Ã�½7³ZÕ�À�Ð H Ö�¸»½7²w³<¼Y³]·¹Æ+×
E
ÕEÖ�²�Ã ½¹³]ÇV³]·½¹²Y³ØÃ�·¹ÝY¸»½7·XÃ�·¹×�Â�À�Ä]Ã�½7¸�À+¼\À+Ð�¸»½¹¿ÌÄF³<¼¾½7³]·

r0
Ó5
�³<·7³
Ö&³Ê½XÃ�Ë+³

E > 0
¿IÀG½7²{Ã ½

φ(r; r0)Ý"³]Â�À+¼�ÆV¿�½7À�½7²Y³�Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÁYº3À�Ð�½7²Y³�³]¼�³]·¹Æ+×%¿I¶"³<ÄF½7·¹ÁYºPÀ+Ð H Õ Â�¸»ËV³�½¹²Y³�¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ�¿I½¹Ã ½¹³<¿<Ó��¼S½7²Y³k·7³<ºtÃ+¸»¼�¸»¼YÆÊ¶�Ã�·7½�À�Ð.½¹²Y¸È¿��E³ÉÄT½¹¸»ÀV¼*Õ~Ö�³´Ö�¸�Â�Â�¶Y·¹³<¿7³]¼¾½�¼EÁYºt³<·7¸ÈÄ]Ã+Â�·¹³<¿7ÁYÂ�½X¿�ÀVÝ�Î½XÃ�¸�¼Y³<ÅÌÐÚÀ+·�Ãk¿I¸�¼YÆVÂ»³�·¹³<Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼tÀ�Ð*Ã®·¹Ã+¼�Å�À+º;¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â"Ä]À+¼¾½¹Ã+¸»¼�¸»¼YÆ ≈ 900
¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹³]·X¿½¹²�Ã ½�ÀEÄ<ÄFÁY¶E×®½7²Y³�¼�ÀEÅY³<¿cÀ+Ð~Ã%Ä]ÁYÝY¸ÈÄ�ÂÈÃ ½I½¹¸�Ä]³�Ö�¸»½7²Êî W ¿7¸�½¹³<¿�- ¿7¸�ÅY³+Õ {rj}/d ∈ [−10 : 10]3

ÕÖ�¸»½7²GÃtÍ�Â�Â»¸�¼YÆwÐqÃVÄT½¹À+·
p = 10%

ñ Á�¼YÂ»³É¿7¿�À�½¹²Y³]·¹Ö�¸�¿7³®¿I½¹Ã�½7³<Å{óTÓ���²Y³ÒÅ�¸�¿¹ÄFÁ{¿7¿7³<ÅÙÐÚ³<Ã�½7ÁY·¹³<¿ÅYÀÌ¼YÀ�½�²YÀ Ö&³]ÇV³]·�Å�³]¶"³]¼{ÅÙÀV¼Ê½¹²Y¸È¿�¿I¶"³<Ä]¸�Í"ÄÏ·7³ÉÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼�Ó��¼5ö�¸�Æ�Ó.ò�Ó�ò
Ö&³Ê¶YÂ�À�½k½7²Y³
¿7Ñ¾Á�Ã+·7³ÌÀ+Ð�½7²Y³
Ã�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³ÊÀ+Ð
φ
¸»¼�¿7¸ÈÅ�³w½¹²Y³Ù¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆºt³ÉÅ�¸»Á�º
Õ£¼YÀV·7ºÌÃ�Â�¸�Û]³<Å�½7ÀØ¸»½¹¿´ÇfÃ+Â»Á�³ÌÀ+Á�½X¿I¸ÈÅ�³+Õ£Ã+¿´ÃÙÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼HÀ+Ð�½¹²Y³ÌÖ�ÃfÇ+³Ò¼¾Á�º®Ý"³]·

kÀ+Ð�½¹²Y³ØºÌÃ ½7½7³]·ÌÖ�ÃfÇ+³VÓá��¼ ÀV·¹ÅY³]·Ò½7ÀâÃfÇVÀ+¸ÈÅ\Ã8ÄX²YÀ+¸ÈÄF³
½¹²�Ã ½wÖ&À+ÁYÂÈÅ5ÝY·7³ÉÃ�Ëâ¿7×EºÒºt³]½7·¹×Ö&³Ò¶YÂ»À+½
φ2ö H /φ2��k�7 Õ�Ö�²Y³<·7³kÝ{À+½7²G¼¾Á�ºÒ³<·¹Ã�½7ÀV·�Ã�¼�ÅGÅ�³]¼�À+ºt¸»¼{Ã ½7ÀV·�Ã+·7³ÒÃfÇ+³]·XÃ�ÆV³<ÅÙÀ Ç+³<·�ÃÐÚ³<Öü¶{ÀV¸»¼¾½¹¿<Ówò�³wÅ�³]Í�¼Y³

φ2ö H Ã+¿Ï½¹²Y³wÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³ÒÀ�Ð&½7²Y³Êð
Ç Ã�Â�ÁY³É¿ φ2(r ö H ; r ö H ) Õ£Ö�¸�½¹² r ö HÄX²�ÀV¿7³]¼�Ý"³F½�Ö&³]³<¼�½¹²Y³wðÙÇfÃ+Â»Á�³<¿ {(0.5, 0, 0), (−0.5, 0, 0),
Ã+¼�ÅsÄF×�ÄFÂ�¸ÈÄ�¶"³]·¹º®ÁY½¹Ã ½¹¸»ÀV¼�¿ } Ó��¸»ºt¸�Â�Ã+·7Â�×+Õ{Ö�³´Å�³]Í�¼Y³

φ2��k�7 Ã+¿�½7²Y³´ÃfÇV³]·XÃ�Æ+³�À�Ð�½¹²Y³®ï+ðÒÇ Ã�Â�ÁY³É¿ φ2(r ��k�7 ; r ö H ) Õ"Ö�¸�½¹² r ��k�7ÄX²�ÀV¿7³]¼AÝ"³F½�Ö&³]³<¼ç½¹²Y³�ð5Ç Ã�Â�ÁY³<¿ {(15, 0, 0), (−15, 0, 0),
Ã+¼�ÅsÄF×�ÄFÂ�¸ÈÄ�¶"³]·¹º®ÁY½¹Ã ½¹¸»ÀV¼�¿ } ÕÃ+¼�Å

r ö H Ã+¿�Ý{³]ÐÚÀ+·¹³+Óc��²Y³�Æ+·XÃ�¶�²Ê·¹³]Ç+³ÉÃ�ÂÈ¿�³]µE½7·¹³]ºt³]Â�×Ì¼�Ã�·¹·¹À Ö ¶"³<Ã+Ë�¿]Õ�ÄFÀV·7·¹³<¿7¶"À+¼�Å�¸�¼YÆ®½7À¼{Ã�·¹·7À Ö ³]¼�³]·¹Æ+×
¸»¼¾½7³<·7Ç Ã+Â�¿�Ö�²Y³]·¹³´½¹²Y³kºÌÃ�½I½7³<·�Ö�ÃfÇ+³kÄ]Ã�¼G¿I¸�Æ+¼Y¸»Í{Ä<Ã�¼¾½7Â�×Ù¶"³]¼�³F½7·XÃ ½¹³´½¹²Y³¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆtºt³<ÅY¸»ÁYºsÓ�-½�·¹³]ºÌÃ�¸�¼�¿&½¹ÀkÝ"³´ÄX²Y³<ÄXËV³<Åw½7²�Ã�½<ÕYÃ ½�½¹²Y³<¿7³Ï¶{³<¼Y³F½¹·¹Ã�½7¸�¼YÆt³]¼Y³<·7ÆV¸»³É¿]Õ¾½7²�³�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄFÎ½¹¸»ÀV¼â¸È¿´Ö&³]Â�Â�Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<Å8¸�¼�¿7¸�ÅY³Ì½7²Y³
¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆØºt³<Å�¸�ÁYºsÓG��²Y¸È¿´Ö&³w²�ÃfÇV³wÇ+³<·7¸»Í�³ÉÅ�ÐÚÀV·Ã�ÂÈÃ�·¹Æ+³Ù¼¾Á�º®Ý"³]·tÀ�Ð�³]¼Y³<·7ÆV×�¶"³<Ã+Ë�¿]Ó5��¸»¼�Ä]³
½7²Y³Ø¿I½¹Ã ½¹¸»ÀV¼�Ã�·¹×8Ö&ÃfÇV³wÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼
φ(r; r0)ÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â»Â�×tÅ�¸»ÇV³]·¹Æ+³É¿cÃ+¿ |r− rj |−1 ÐÚÀ+· r ½¹³]¼�ÅY¸»¼YÆ®½7À®½7²Y³�¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼ rj

À+Ð�Ã´¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹³]·ÉÕVÃV¿¸�ºt¶{À¾¿I³ÉÅÊÝE×Ì½¹²Y³%ÄFÀV¼V½XÃ+ÄF½&¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÕEÖ�³Ï¸�¼V½¹·7À�Å�Á{ÄF³�ÐÚÀ+·�³<ÃVÄX²ÊÂÈÃ ½I½¹¸�Ä]³Ï¼YÀ�Å�³�½7²Y³%ÄFÀ¾Ã�·X¿I³ÆV·¹Ã+¸»¼�³<Å
Å�³]¼�¿7¸»½�×ÊÅ�¸È¿�½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼
ρ̄(r ∈ Â�Ã�½I½7¸ÈÄF³%¼�ÀEÅY³<¿

) =

∫

[−d/2,d/2]3

Å
u |φ(r + u; r0)|2

ñ òYÓ î W ó
× ßnÌ=¾

|χ〉 ≡ G(E + iη)|r0〉. � Ð�Ê2Ì(Æ"Á9× ¾À×Ø¿µÁ�¿(Ý G Ä
(E + iη −H)χ(r) = δ (r − r0) .� È�+V×ØÁ2Í°¾eÑ2Ì¶ÙØ×ØÉ
× ¾

η → 0+
¿(Ýs¾eÑ2ÌÅ×ØÉqÈ(Íµ×ØÁ"È(Î/Ðq¼2È(Î/¾�×ØÁ�¾eÑ2ÌÅÙÜÈÚ¾/¾ÀÌ»Î½ÌÃÆ4Ç"ÈÚ¾e×Ø¿µÁ�ÙØÌÃÈ(Ê2ÓR¾À¿

Hφ = Eφ.
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k  (1/d)

φ2 (in
)/φ
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ut

)

ö£¸�Æ+ÁY·¹³Aò�Ó�ò�å¬Ô�ÇV³]·XÃ�Æ+³?Ç Ã+Â»ÁY³AÀ�Ð
φ2 ¸�¼ü½7²Y³AÄ]³]¼¾½7³<·\À+Ð
½¹²Y³ ¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ3ºt³ÉÅ�¸»Á�º
Õ¼YÀV·7ºÌÃ+Â»¸�Û]³ÉÅ3½7À ¸»½¹¿8Ç Ã�Â�ÁY³áÀ+ÁY½¹¿7¸�Å�³ ñ ¿I³<³5½¹²Y³ ½7³]µ¾½HÐÚÀV·HÅ�³F½XÃ�¸�Â�¿Xó8Ã+¿8Ã ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼JÀ�Ð

k = (2mAE)1/2/~
Õ�Ö�¸�½¹²

aeff = d
Õ£ÐÚÀ+·ÒÃØÆ+¸�Ç+³<¼8·7³ÉÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼8À+Ð&½¹²Y³ÙÅY¸�¿7À+·XÅ�³]·®Ö�¸�½¹²

N ≈ 900
¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿<Ó´��²Y³t³]¼Y³<·7ÆV×s¸»¼¾½7³<·7Ç Ã+Â�¿�Ö�²Y³<·7³k½7²Y³tºÌÃ ½7½7³<·�Ö�ÃfÇ+³Ò¿I¸�Æ+¼�¸�Í{Ä<Ã�¼¾½7Â�×¶"³]¼Y³]½7·XÃ ½¹³<¿�½¹²Y³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆ%ºt³<Å�¸�ÁYº;Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼{Å´½¹ÀÏ½7²Y³�¼{Ã�·¹·7À Öâ¶"³<Ã+Ë�¿.¸»¼Ò½¹²Y¸�¿cÍ�Æ+Á�·7³VÓ��²Y³%ÀVÝYÂ�¸�Ñ¾ÁY³®Ã+·7·¹À Öç¸�¼�Å�¸ÈÄ]Ã�½7³<¿�½7²Y³´¶"³<Ã+ËÙÄX²YÀ¾¿I³<¼s¸»¼Sö£¸�Æ�Ó{òYÓ ðÒ½¹Àw¿I²YÀ Ö ½7²{Ã ½�½¹²Y³´Ö�ÃfÇ+³ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼s¸È¿�Ã+ÄF½7Á�Ã+Â»Â�×Ê¿7¶�Ã ½¹¸�Ã+Â»Â�×wÂ�ÀEÄ<Ã�Â�¸»Û<³<ÅÙ¸»¼
½¹²Y³<¿7³Ï³]¼Y³<·7ÆV×w¸»¼¾½¹³]·¹ÇfÃ+Â�¿<Ó
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|r-r0|

ö£¸�Æ+ÁY·¹³Sò�Ó ðYåsãcÂ�À�½wÀ�Ð�½7²Y³SÄ]ÀVÃ+·¹¿7³ÙÆV·¹Ã+¸»¼�³<Å\ÅY¸�¿I½7·¹¸»Ý�Á�½7¸�À+¼
ρ̄(r)

ÃV¿ÌÃGÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼áÀ�Ð�½7²Y³Å�¸È¿I½¹Ã�¼{ÄF³ |r − r0|
Õ{ÐÚÀ+·�Ãt·XÃ�¼�ÅYÀ+ºtÂ»×
¿I³<Â»³ÉÄT½¹³<Ås³]¼�³]·¹Æ+×w¶"³<Ã+ËÙ¸�¼Sö£¸»Æ{Ó"ò�Ó�òEÓ���²Y¸È¿�·¹³]Ç+³ÉÃ�ÂÈ¿ÃkÂ»À�Ä<Ã�Â�¸»Û<³<ÅÊ¿I½¹Ã�½7³VÕ�Ö�²YÀV¿7³�Ã+ºt¶YÂ»¸»½7Á{Å�³%Å�³<Ä]·7³ÉÃ+¿7³<¿�·7ÀVÁYÆ+²YÂ�×Ì³Fµ�¶"À+¼Y³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â»×t½¹À Ö&Ã+·¹ÅY¿�½7²�³Ý"À+·XÅ�³]·X¿.À+Ð"½¹²Y³�¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ®ºÒ³ÉÅ�¸�ÁYºsÓ£�-½&¸�¿�ÄF³<¼V½¹³]·¹³<ÅÌÃ�½

r0/d = (0.5,−0.5,−3.5)
Ã+¼�ÅÖ&³�²�ÃfÇV³�¿7³F½

aeff = d
Óc��²Y³�·¹³<ÅwÂ»¸�¼Y³�¸�¿�Ã�¼Ê³Fµ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½¹¸�Ã+Â{Í�½<Õ¾½7²�Ã�½&ÆV¸»ÇV³<¿&Ã´Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼Â�³]¼YÆ+½7²

ξ û � ú ∼ 1.4d
Ó���²�³®·¹³<Ã�Â�¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼sÀ�Ð.½7²�³kÅ�¸È¿IÀV·¹ÅY³]·�¸È¿�½¹²Y³k¿¹Ã�ºt³ÒÃ+¿�½¹²Y³®ÀV¼Y³´Á�¿7³<Å¸�¼
ö£¸�Æ�Ó�òYÓ òEÕYÃ+¼�ÅÊ½7²Y³´Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�ÅY¸»¼YÆ®¶{³ÉÃ�Ëw¸È¿�ºÌÃ�·¹Ë+³<ÅÊÝE×ÊÃ�¼
Ã�·¹·7À Ö?¸�¼
ö£¸�Æ�Ó�òYÓ òEå.¸»½�¸�¿Ä]³]¼¾½7³<·7³ÉÅÙÃ�½

k = 0.3695215 d−1 Ã�¼�ÅÙ²�Ã+¿�ÃÒ²�Ã+Â�ÐøÎ-Ö�¸ÈÅE½7² ∆k = 3 × 10−5 d−1 Ó
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³kòYÓ�÷�å�ã�À+Â�³<¿�À�Ð.½7²�³®Ã�¼�Ã+Â»×¾½¹¸�Ä´Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁ�Ã ½¹¸»ÀV¼sÀ�Ð�½7²Y³k·7³É¿IÀVÂ»ÇV³]¼¾½ G = (E + i0+ −
H)−1 ¸�¼´½¹²Y³&Ä]À+ºt¶YÂ�³Fµ%³]¼�³]·¹Æ+×Ï¶YÂÈÃ�¼Y³VÓ£ö�À+·£ÝY¸»ÛÉÃ�·¹·7³�À+·£·¹Ã+¼�Å�À+º ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂÈ¿]Õ ¸�¼kÃVÅYÅ�¸»½7¸�À+¼½¹ÀØ½7²�³w¶{ÀVÂ»³É¿%Â�×¾¸�¼YÆØÀV¼8½7²Y³Ê��³

(E)
Ã µ�¸�¿%½7²Y³w·¹³<¿7À+Â�Ç+³<¼¾½ÏºÌÃf×G¶Y·7³É¿I³<¼¾½®ÃØÅ�¸�¿¹ÄF·¹³F½¹³w¿I³]½À+Ð£¶"À+Â�³<¿�¸»¼
½7²�³ÏÐÚÀ+ÁY·7½7²ØÑ¾Á�Ã+ÅY·¹Ã+¼V½Éå£½7²Y³´ÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½7³ÉÅÙ¿I½¹Ã�½7³É¿�Ã�·¹³�½¹²Y³%·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿�À+Ð�½¹²Y³¿7×�¿�½¹³]ºsÓ

ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<ÅkÝ¾×®¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ ½¹¸»¼YÆ�½7²Y³�ºtÀ�Å�ÁYÂ�Á�¿.¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³<Å®À�Ð
φ
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¸�¼ØÃw¿�½¹·¹Ã+¸»ÆV²¾½IÐÚÀ+·¹Ö�Ã�·XÅÌºÌÃ�¼Y¼Y³<·<Õ"Ã�¼�Å
¸�¼ö£¸�Æ�Ó�ò�Ó �k½7²Y³É¿I³´Ã+·7³%¿7²YÀ Ö�¼sÃ+¿�ÃkÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼sÀ�Ð£½7²Y³%¸�¼�Ä]À+ºt¸»¼�ÆÒÖ�ÃfÇ+³�¼EÁYº®Ý"³]·

k
ñ ÐÚÀ+·�½�Ö&ÀÅ�¸»Ü~³]·¹³]¼¾½�·¹³<Ã�Â�¸�Û<Ã ½¹¸»ÀV¼�¿.À+Ð�½7²Y³�Å�¸�¿7À+·XÅ�³<·<Õ�¸�¼Ì½¹²Y³�Â�³FÐø½�Ã�¼�ÅÌ·¹¸�Æ+²¾½�ÄFÀVÂ»Á�ºÒ¼{¿c·¹³<¿7¶{³ÉÄT½7¸�Ç+³<Â»×YóFÓ

ò�³ÌÀ+Ý�¿7³]·¹Ç+³®½7²�Ã�½<Õ£Ã+¿�½7²Y³Ì¸�¼�Ä]À+ºt¸»¼�Æ
Ö�ÃfÇ+³k¼EÁYº®Ý"³]·
k
Å�³ÉÄF·¹³<Ã+¿7³<¿�Ý"³]Â�À ÖP½7²Y³Ì¸�¼EÇ+³<·¹¿7³À+Ð�½¹²Y³Sºt³<Ã+¼?Å�¸�¿I½¹Ã+¼�ÄF³�Ý{³]½�Ö�³<³]¼á½7²�³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹³]·X¿

k̄ = p1/3/d
Õ�Ã8Â�Ã+·7ÆV³Ø¼EÁYº®Ý"³]·wÀ+Ð³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿ÏÃ+Ä<Ñ¾ÁY¸»·¹³ÌÃ�¼�³FµE½7·¹³]ºt³<Â»×�¿IºÌÃ�Â�Â.¸�ºtÃ+Æ+¸�¼�Ã�·¹×Ø¶�Ã+·I½´Ã�¼{Å�ÃVÄ]Ä]ÁYº®ÁYÂÈÃ ½¹³t¸»¼�½7²�³·¹³]ÆV¸»ÀV¼

Re(λ) ∼ −k̄ ²�÷"z ´ ÓcòG³s³]µE¶"³<ÄF½t½7²�Ã�½<Õ�ÃV¿ k ¸È¿tÇfÃ+·7¸�³<Å*Õ�Ã8¿I¶Y¸�Ë+³sÃ�¶�¶{³ÉÃ�·X¿®¸�¼ö£¸�Æ�Ó{òYÓ òkÃ+¿�ÀV¼Y³ÏÀ�Ð£½7²Y³%³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿&Ö�¸»½7²S¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½7Â�×Ê¿7ºÌÃ�Â�Â*¸»ºÌÃ+Æ+¸�¼�Ã�·¹×Ì¶�Ã�·7½�ÄF·¹ÀV¿¹¿I³É¿½¹²Y³
��³
(λ) = 0

Ã µ�¸È¿´¸�¼5ö£¸�Æ�Ó.ò�Ó ��Ó���¼�Å�³]³ÉÅ�ÕcÖ&³Ê²�ÃfÇV³ÊÄFÀV¼�Í�·¹ºt³<Å8¼EÁYºt³]·¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×8ÀV¼\ÃÂÈÃ�·¹Æ+³t¼EÁYº®Ý"³]·kÀ�Ð�¶{³ÉÃ�Ë�¿%½¹²Y³ÊÄ]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼�ÅY³]¼�Ä]³ÒÝ"³F½�Ö&³]³<¼8³]¸�Æ+³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³É¿%À�Ð
M
ÄF·¹ÀV¿¹¿I¸�¼YÆ½¹²Y³´��³

(E) = 0
Ã µ�¸È¿�Ã�¼�Å
¿7¶Y¸»ËV³<¿<Ó�-½�¸È¿�¸�¼¾½7³<·7³É¿�½¹¸»¼YÆw½7Àw¼YÀ+½7³%½¹²�Ã ½

aeff
³]¼¾½7³<·¹¿�¸»¼Ø½¹²Y³®³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿�À�Ð

M
À+¼YÂ�×Ê¸�¼Ø½7²�³¿7¸»ºt¶YÂ�³&ÐÚÀ+·¹º

λi = [1/aeff +
��³

(λ∞i )]+
��º

(λ∞i )
Õ�Ö�²�³]·¹³ {λ∞i } Ã�·¹³�½7²Y³�³]¸�Æ+³<¼EÇfÃ+Â»Á�³<¿�À�Ð

M∞ Õ+ÃV¿�Ä<Ã�¼kÝ{³�¿7³]³]¼k³Fµ�¶YÂ�¸�Ä]¸�½¹Â»×®¸»¼Ò��Ñ"Ó ñ ò�Ó W ÷�óTÓ�Ô�¿�Ö&³�Ö�¸�Â»ÂY¿7²YÀ ÖH¸�¼®½¹²Y³�¼Y³FµE½c�E³<ÄF½7¸�À+¼*Õ
a çon ¸È¿�ÃÒÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼ØÀ+Ð£½¹²Y³Ï½�Ö&ÀwÅ�¸»ºt³<¼�¿I¸�À+¼�Â»³É¿7¿�·XÃ ½¹¸»À¾¿ a/a ��� Ã�¼{Å mB/mA

Õ"Ã�¼�Å
¸�¼SÃ�¼³]µE¶"³]·¹¸�ºÒ³<¼¾½
aeff

ºt¸»ÆV²V½%Ý"³k³ÉÃ+¿7¸»Â�×s½7Á�¼Y³<ÅGÝE×ØºtÃ+ËE¸»¼YÆ
Á�¿7³kÀ+Ð�Ã
öY³<¿7²EÝ�Ã+ÄX²G·7³É¿IÀV¼�Ã�¼{ÄF³½¹À�ºtÀ�Å�¸»ÐÚ×â½¹²Y³sÐÚ·7³<³FÎ�¿I¶{Ã+ÄF³s¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ8Â»³<¼YÆ�½¹²
a
ñ À+·ÌÝE×\ÄX²{Ã�¼YÆV¸»¼YÆG½7²�³ØÖ&ÃfÇV³]Â�³]¼YÆ+½7²À+Ð�½7²Y³
Â�Ã�½I½¹¸�Ä]³Ê½¹ÀGºtÀ�Å�¸»ÐÚ×

a ��� óTÓâ��²�¸�¿Ò¿IÁ�Æ+Æ+³É¿�½X¿®ÄX²YÀEÀ¾¿I¸�¼YÆ aeff ∼ 1/k̄
½7À8¿7²Y¸�Ðø½Ò½7²�³
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³®ò�Ó �Yå&��³<Ã+Â�Ã�¼{ÅÙ¸�ºÌÃ�ÆV¸»¼�Ã+·7×Ê¶�Ã�·7½¹¿ ñ
x
Ã+¼�Å

y
Ã�µE¸È¿]Õ�·7³É¿I¶"³<ÄF½7¸�Ç+³]Â�×Yó&À�Ð�½7²�³´³]¸�Æ+³<¼�ÎÇ Ã+Â»ÁY³É¿£À�Ð

M∞
ñ ¸(Ó ³VÓ À�Ð

M
Ö�¸»½7²

a çon = ∞ ó�ÐÚÀ+·.Å�¸»Ü"³<·7³<¼¾½£Ç Ã�Â�ÁY³É¿�À+ÐY½7²�³&Ö�ÃfÇ+³�¼EÁYº®Ý"³]· kÀ+Ð�½7²Y³�ºÌÃ ½7½7³]·&Ö�ÃfÇ+³ ñ Á�¼Y¸�½X¿&À�Ð
1/d

óFÓ���³FÐø½�ÄFÀ+Â�ÁYºt¼*å.ÄFÁ�ÝY¸�Ä�Â�Ã�½I½¹¸�Ä]³�Ö�¸»½7²
î W ¿7¸�½¹³<¿�- ¿7¸�Å�³VÕ
p = 10

æJÃ+¼�Å��¾÷�îk¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿<Õ
k̄d = 0.5

ñ ¿¹Ã�ºt³%Ã+¿&¸�¼Øö�¸�ÆV¿<Ó�òYÓ òkÃ�¼{Å
òYÓ ð+óFÓc��¸�Æ+²¾½�ÄFÀ+Â»ÎÁ�ºÒ¼�å�Ä]ÁYÝY¸ÈÄ�ÂÈÃ ½I½¹¸�Ä]³�Ö�¸�½¹²Êî�ídy�¿7¸»½7³<¿�- ¿7¸ÈÅ�³+Õ
p = 0.01

æPÃ�¼�Å&�E÷"�%¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿<Õ
k̄d = 0.05

Ó��²�³k³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿�À+Ð
M
Ö�¸�½¹²GÃ+¼YÀ�½¹²Y³]·�ÇfÃ+Â»Á�³®À�Ð

a çon Ã�·¹³´À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅØÝE×sÃ+¼S²YÀV·7¸�Û]ÀV¼V½XÃ�ÂÅY¸�¿7¶YÂÈÃ+ÄF³<ºt³]¼¾½<Õ
λi = [1/aeff +

��³
(λ∞i )] +

��º
(λ∞i )

Ó���²Y³kÆ+·¹³]³<¼SÅYÃ+¿7²Y³<ÅSÂ»¸�¼Y³<¿�ºÌÃ�·¹Ë½¹²Y³%Ç Ã�Â�ÁY³<¿���³
(λ) = −1/d

ñ Â�³FÐø½Tó�Ã�¼{ÅÙ��³
(λ) = −0.1/d

ñ ·¹¸»ÆV²V½TóTÕ�·¹³<¿7¶{³ÉÄT½¹¸»ÇV³]Â�×+Ó
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(λ) = 0
Ã µ�¸È¿�¸»¼S½7²Y³kºÒ¸ÈÅYÅ�Â�³´À+Ð.½7²Y³ÒÄFÂ�À+Á�ÅsÀ+Ð�³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿ ñ ¿7³]³´½¹²Y³´ÆV·7³<³]¼SÅYÃV¿I²Y³ÉÅÂ�¸»¼�³<¿k¸»¼ ö�¸�Æ�ÓcòYÓ �+óFåÊÃ+¿

k
Å�³ÉÄF·¹³<ÃV¿I³É¿´Ý"³]Â�À Ö

k̄
ÕcÀ+¼�³wÍ�¼�Å�¿®¸�¼â½¹²Y¸�¿ÒÖ�Ãf×�Ã�Ç+³<·7×8ÂÈÃ�·¹Æ+³¼EÁYºkÝ{³<·&À+Ð�³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿�Ö�¸�½¹²ÙºtÀ�Å�ÁYÂ�Á�¿�³]µ¾½¹·7³<ºt³]Â�×wÄFÂ�ÀV¿7³�½¹Àtí�ÕE¸ Ó ³+Ó�æ7Ã�Â�ºtÀV¿I½IÎ-Û]³]·¹ÀV¿�è�À�Ð½¹²Y³�Å�³]½7³<·7ºt¸�¼�Ã�¼¾½�À+Ð

M
Ó���Ã+ÄX²wÀ+Ð�½7²Y³É¿I³�³]¸�Æ+³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³É¿.Ö�¸»Â�Â~¶Y·¹À Ç¾¸ÈÅ�³�Ãk¿I¶Y¸�Ë+³�¸»¼Êö£¸�Æ�Ó�ò�Ó�òÃV¿�¸»½�ÄF·¹ÀV¿¹¿I³É¿c½¹²Y³%��³

(λ) = 0
Ã�µE¸È¿<Ó.��³]³]¼ÙÐÚ·¹À+º Ã�¼�À�½7²�³]·&¶{ÀV¸»¼¾½�À�Ð�ÇE¸�³]Ö%ÕE³<ÃVÄX²ÊÀ+Ð*½7²Y³É¿I³³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿kÄ]Ã�¼\Ý{³Ù½7·XÃ�¼�¿IÐÚÀ+·¹ºt³<Å8¸�¼¾½7ÀGÃS½7·¹ÁY³
Û]³]·¹ÀSÀ+Ð�Å�³F½

(M)
Õ.¸(Ó ³+Ó.ÃS¶"À+Â�³ÊÀ+Ð�½7²Y³·¹³<¿7À+Â�Ç+³<¼V½ÉÕEÝ¾×Ê½7²Y³kÃ+ÅYÅ�¸»½7¸�À+¼sÀ+Ð�Ãt¿7ºtÃ+Â»Â�¼Y³]Æ¾Ã ½7¸�Ç+³Ï¸�ºÌÃ�Æ+¸�¼�Ã+·7×w¶{Ã�·7½&½¹ÀÌ¸�½X¿�³]¼�³]·¹Æ+× ñ ¿I³<³ö£¸�Æ�Ó�ò�Ó ÷ óFÓ

iT÷:�T÷/¨ � kN�Gr�x�k&�pr g�� x�¤|r �¥gCi�x��Ng�yum8�%k%¬�rez i�xPmRxPr
��²Y³ÌÂ�¸»ÐÚ³F½7¸�ºt³ÊÀ+Ð&Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<Å8¿I½¹Ã�½7³<¿´¸�¿®³Fµ�¶{³ÉÄT½¹³<ÅG½7ÀS¸�¼�Ä]·7³ÉÃ+¿7³Ò³]µ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â�×�Ö�¸»½7²8½7²�³¿7¸»Û<³�À+Ð�½7²Y³�¿I×�¿I½7³]ºsÓ.��ÀkÄX²Y³ÉÄXËkÖ�²Y³]½7²Y³<·�ÀVÁY·�¿I×�¿I½7³]º±¿7²YÀ Ö�¿�¿7Á�ÄX²wÃ´ÐÚ³<Ã ½¹ÁY·¹³+ÕEÖ�³�Ã�Â�Â»À Ö
k
½7À�²�ÃfÇ+³ÌÃ�¼8¸�ºÌÃ�Æ+¸�¼�Ã+·7×S¶{Ã�·7½®Ã�¼�Å�Á�¿7³ÊÃsÇ Ã�·¹¸�Ã+¼¾½ÏÀ+Ð���³]Ö�½¹À+¼)5 ¿%ºt³F½¹²YÀ�Å�½7ÀØÍ�¼{ÅHÃÛ<³]·¹ÀkÀ+Ð�½¹²Y³´Å�³F½¹³]·¹ºt¸»¼�Ã+¼¾½�À+Ð

M
Ó�ò�³%¶Y·¹ÀEÄ]³]³ÉÅÙÃV¿&ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¿<å

W Ó��¾½¹Ã+·I½%Ö�¸»½7²HÃÊ·¹³<Ã+Â.Ç Ã�Â�ÁY³kÀ+Ð
k = k0

Õ�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂÈÃ ½7³k½7²�³Ò³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³<¿�À+Ð
M∞ Õ�Ã+¼�Å¿I³]½

a = a0 = −1/
��³

(λ0)
ÕYÖ�²Y³<·7³

λ0
¸È¿&½7²�³%³]¸�Æ+³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³�À�Ð

M∞ Ö�¸»½7²Ø¿IºÌÃ+Â»Â�³<¿I½¸»ºÌÃ�ÆV¸»¼{Ã�·¹×Ì¶�Ã�·7½<Õ�¸�¼sÀ+·XÅ�³]·&½7ÀÌÆV¸»ÇV³ÏÇfÃ+¼Y¸È¿I²Y¸�¼YÆt·¹³<Ã�Â~¶�Ã+·I½�½¹À
λ0
Ó

îYÓ��E³F½
M = 1/ai + M∞ Ã�¼�Å8Ã+Å�ÅGÃs¿7ºtÃ+Â»ÂcÄ]À+ºt¶YÂ�³FµG¿7²Y¸»Ðø½´½7À
½¹²Y³ÌºtÀ+ºt³]¼¾½7Á�º
Õ

ki+1 = ki + α · δk Õ�Ö�²Y³]·¹³ δk ¸�¿�ÆV¸»ÇV³]¼wÝE×Ê��³]Ö�½¹À+¼)5 ¿&ºÒ³]½7²YÀ�Å�Ö´Ã�¼�Å α(k0) > 1¸�¿�Ã+¼Ù³<ºt¶Y¸»·¹¸ÈÄ]Ã�Â~ÐqÃVÄT½¹À+·�¸�¼�¿I³<·I½¹³<ÅÙ¸»¼sÀV·¹Å�³<·&½7ÀwÃ+Ä<ÄF³<Â»³<·¹Ã�½7³�Ä]À+¼EÇ+³<·7ÆV³]¼�Ä]³+Ó
ï�Ó�Þ&Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³®½¹²Y³t³]¸�Æ+³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³É¿�À+Ð�½7²�³Ò¼�³]ÖPºÌÃ ½¹·7¸»µ

M
Õ�Ã+¼�Å�¿7³F½�½7ÀsÛ]³<·7ÀÊ½7²Y³t·¹³<Ã+Â¶�Ã�·7½�À+Ð

λ0
¸»ºt¶"ÀV¿7¸»¼YÆ

1/ai+1 = 1/ai −
��³

(λ0
ó ñ Ö�²Y³<·7³

λ0
¸È¿�½7²Y³t³<¸»ÆV³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³À�Ð

M
Ö�¸»½7²Ø¿IºÌÃ+Â»Â�³<¿I½�¸»ºÌÃ�ÆV¸»¼{Ã�·¹×Ì¶�Ã�·7½XóFÓ

z{Ó���³]¶"³<Ã�½�¿�½¹³]¶�¿�îÒÃ+¼�ÅÙïÒÁY¼¾½¹¸»Â�Ä]À+¼EÇ+³<·7ÆV³]¼�Ä]³+Ó
��²Y¸È¿%¿¹ÄX²Y³]ºt³ÌÄFÀV¼¾ÇV³]·¹Æ+³É¿�ÐÚÀV·Ï¿7ºÌÃ�Â�Â.³]¼YÀVÁYÆ+²�¸�¼Y¸�½¹¸�Ã+Â.ºtÀ+ºt³]¼¾½¹Ã ñ

k . k̄
óFÕ�Ã+¼�Å�¸�¼8ö�¸�Æ�Óñ ò�Ó y+ókÖ�³s¿I²�À Ö±½7²Y³sÝ"³]²�ÃfÇE¸�À+·ÒÀ�Ð�½7²Y³s¸�ºtÃ+Æ+¸�¼�Ã�·¹×�¶�Ã�·7½ÒÀ+Ð�½¹²Y³s³]¼Y³<·7ÆV×GÐÚÀV·Ò½7²Y³s¶"À+Â�³À+Ð�½7²Y³
·¹³<¿7À+Â�Ç+³]¼¾½®Ö�¸»½7² ¿IºÌÃ+Â»Â�³<¿I½ | ��º (E)| å
Ã+¿k³Fµ�¶{³ÉÄT½¹³<Å�Õ�½7²Y³
Â»¸»ÐÚ³F½¹¸»ºt³
À�Ð�½¹²Y³s¿�½XÃ ½7³ÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½7³ÉÅÒ½7À%½¹²Y¸È¿�¶"À+Â�³�ÆV·7À Ö�¿c³Fµ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½¹¸�Ã+Â»Â�×kÖ�¸»½7²Ê½7²Y³�Â»¸�¼Y³ÉÃ�·�¿7¸�Û]³�À+Ð�½7²Y³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆºt³<ÅY¸»ÁYºsÓ��ÁY·Ï¿7ÄX²�³]ºt³´ÁY¼�ÐÚÀV·I½¹ÁY¼�Ã�½7³]Â�×ØÄFÀV¼¾ÇV³]·¹Æ+³É¿�À+¼YÂ�×Ù½7ÀÙÃÙ¿I¸�¼YÆVÂ»³k¶{ÀVÂ»³k¶{³<·�ÆV¸»ÇV³]¼S¿7¶�Ã ½¹¸�Ã+ÂÄ]À+¼�Í�ÆVÁY·XÃ ½7¸�À+¼ÙÀ�Ð�½7²Y³%·XÃ�¼�ÅYÀ+º±¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ�Ã�¼�Å
Å�ÀE³<¿�¼�À�½�Ã�Â�Â�À ÖçÁ�¿&½7ÀÌ¸�¼EÇ+³É¿�½¹¸»Æ¾Ã ½7³�½7²�³Â�¸�ÐÚ³]½7¸�ºt³<¿�À�Ð�½7²Y³ÏÀ+½7²Y³<·&Â�À�Ä]Ã+Â»¸�Û]³ÉÅÊ¿I½¹Ã ½¹³<¿<Ó�ò?¸�½¹²Ê½¹²Y¸�¿�ºt³]½7²YÀ�ÅÙÖ�³%Ä]Ã+¼Ê¶Y·¹À Ç+³�½7²�Ã�½�'"!$3¿I½¹Ã�½7³w¸È¿´Â�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<Å*Õ�ÝYÁY½®½7²�¸�¿kºÌÃf×�¼YÀ+½kÄFÀV¼¾ÇE¸�¼�ÄF³ÙÃS¿7Ä]³]¶�½¹¸�ÄwÀ�Ð�½7²Y³Ù¶Y·¹³<¿7³]¼�Ä]³ÌÀ�Ð�Ô�¼�ÎÅ�³<·¹¿7À+¼GÂ»À�Ä<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼�¸»¼�À+ÁY·%¿7×�¿�½¹³]ºsÓ®��¼�ÅY³]³<Å*Õ�Ã+¿�Ö&³k²�ÃfÇV³k¿7²YÀ Ö�¼�¸�¼8ö�¸�Æ�Ó�òYÓ W Õ*³]ÇV³]¼¼YÀV¼�Î-·¹Ã+¼�Å�À+ºé¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â�¿cÄ<Ã�¼Ì¿7ÁY¶Y¶"À+·7½�Â»À�Ä<Ã�Â�¸»Û<³<Åt¿�½XÃ ½¹³<¿<Ó�ò?²�Ã�½�¸È¿.¶{³ÉÄFÁYÂ�¸ÈÃ�·�Ã+Ý{ÀVÁ�½c½7²�³

Ø á½Ì=Â½¾e¿µÁ�� Ó�É
Ì»¾eÑ2¿4Êæ¾e¿qÓÀ¿µÙ Ö�Ì�¾eÑ2Ì�Ì»Æ4Ç"ÈÚ¾e×Ø¿µÁ¸Ê2Ì=¾
[M(k)] = 0 Î Ô4Ðæ× ¾eÌÃÎeÈÚ¾e×Ø¿µÁmÄ1Æ"Á2Ê ki+1 = ki + δk¾ÀÑ2ÈÚ¾�Íµ× Ö�Ì»Ó

0 = det

"

M(ki) + δk
∂M

∂k

˛

˛

˛

˛

k=ki

#

= det [M(ki)] det

"

I + δk · M−1(ki)
∂M

∂k

˛

˛

˛

˛

k=ki

#

.

� Ñ2Ì¶Ê2Ì»ÓÀ×ØÎ/Ì»ÊæÖµÈ(ÙØÇ9Ìa¿(Ýs¾eÑ2ÌÅÓÀÑ9× Ý�¾R×ØÓRÍµ× Ö�Ì»Á�Ô�Ð
δk = −

1� Î »
M−1(ki)

∂M
∂k

˛

˛

˛

k=ki

– .

� Ñ2Ì¶É
Ì=¾ÀÑ2¿4Ê�Ï»¿µÁ�Ö�Ì»ÎeÍµÌ»Ó�¿µÁ2Ù Ðq× ÝjÊ9Ì»¾
[M(k0)]

×ØÓRÓÀÇFy°ÏÃ×ØÌ»Á�¾ÀÙ Ð�ÓeÉqÈ(ÙØÙàç



�
� ñ ���u�VðµëÚñ %"��ñ êVëN�6ì��"ð�ëÚñ íjê èN�

1e-12

1e-09

1e-06

0,001

Γ=
-2

*I
m

(E
)/

 h_

6 8 10 12
R  (d)

k=0.1
k=1.0
2*10-2*exp(-R/1.8)
2*10-3*exp(-R/0.6)

ö£¸�Æ+ÁY·¹³Hò�Ó yYå\��ºÌÃ+Æ+¸�¼�Ã�·¹×á¶�Ã�·7½
À+Ð´½7²�³�³<¼Y³]·¹Æ+×áÀ+Ð´½7²Y³8¶"À+Â�³GÀ+Ð®½¹²Y³8·7³É¿IÀVÂ»ÇV³]¼¾½ÊÖ�¸»½7²¿7ºÌÃ�Â�Â»³É¿�½ | ��º (E)| ÃV¿�ÃtÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼�À�Ð�½7²Y³®Â»¸�¼Y³<Ã+·�¿7¸»Û<³´À�Ð�½7²�³k¿7×E¿I½7³<ºsÕ{ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³ÉÅwÀ Ç+³<·�ò·¹³<Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼�¿<Ó&Þ�ÁYÝ�¸�ÄÏÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³%À�Ð�²�Ã+Â�ÐøÎ�¿I¸ÈÅ�³
R
¶{ÀV¶YÁYÂÈÃ ½7³ÉÅsÝE×Ù¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7³<·¹¿&Ö�¸»½7²

p = 10
æÃ+¼�Å

a çon ≈ d
Ó\��²Y³

y
Î-Ã�µ�¸�¿k¸�¿Ò¸�¼\ÁY¼�¸�½X¿kÀ+Ð

8νA
r /π

ÕcÖ�²Y³<·7³Ù½7²Y³
·¹³<ÄFÀV¸»Â�ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF×H¸È¿
νA

r = EA
r /h

Ó
Ô�¼�Å�³<·¹¿7À+¼t½¹·¹Ã+¼�¿I¸»½7¸�À+¼t¸�¼Êï+ùA¸�¿c½7²�Ã�½<ÕEÃ�Ý"À Ç+³�Ã´Ä]³]·7½¹Ã+¸»¼ÌÅ�¸È¿IÀV·¹ÅY³]·.½¹²Y·7³É¿I²�À+ÂÈÅ�ÕVÃ�-��21(1µ.ò>"3¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�¿�½XÃ ½7³É¿�Ý"³<ÄFÀVºt³<¿�Â�À�Ä]Ã+Â»¸�Û]³ÉÅ�Ó���²Y¸È¿�¸È¿�ÄFÂ�³<Ã+·7Â�×Ù¿7²YÀ Ö�¼ØÝE×Ù½7²Y³®Ã+¼�Ã�Â�×�¿I¸È¿�¶"³]·7ÎÐÚÀV·7ºt³ÉÅÙ¸�¼
½7²Y³%ÂÈÃ ½7½7³<·��E³<Ä+Ó{ò�Ó�î�Ó�îEÕYÖ�²Y³<·7³ÏÖ&³Ï²�ÃfÇ+³ÏÝ"³]³]¼ØÃ+ÝYÂ»³�½¹ÀÌ¶YÁ�½�¸�¼
³<ÇE¸�Å�³<¼�ÄF³�½¹²Y³¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³ÏÀ�Ð�ºÌÃ�¼E×wÂ�À�Ä]Ã�Â�¸�Û]³<Å
¿I½¹Ã ½¹³<¿�ÐÚÀV·�Ãt¿IÁs�wÄ]¸»³<¼V½¹Â»×
¿�½¹·7ÀV¼YÆÌÄFÀVÁY¶YÂ�¸»¼YÆtÝ"³F½�Ö&³]³<¼Ê½¹²Y³ºÌÃ�½I½7³<·�Ö�ÃfÇ+³´Ã+¼�Å
½7²Y³´½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅØ¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7³<·¹¿<Ó&��¼s½7²Y³®ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆÊ�E³ÉÄT½7¸�À+¼ØÖ&³%Ö�¸�Â»Â�¿I²�À Ö½¹²�Ã ½�Ã+·7Ý�¸�½¹·¹Ã+·7×ÌÂÈÃ�·¹Æ+³ÏÄFÀVÁY¶YÂ�¸»¼YÆÌÄ]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½X¿�Ä]Ã�¼s¸�¼�Å�³<³<ÅÙÝ{³%·¹³<Ã+Â»¸�Û]³ÉÅ�Ó
� Y%ó Ð�� 
�ÿa�Eb,D<
 b�����
 \ `´ÿa�Eb��<�
ò�³8Ö�¸»Â�ÂÏ¿IÀVÂ»ÇV³�²Y³<·7³�½7²Y³G½�Ö�À+Î(Ý"À�Å�×á¶Y·¹À+ÝYÂ�³]º À�Ð®Ã\ÐÚ·¹³]³GÃ�½7ÀVº

A
¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ\ÀV¼AÃ¿7¸�¼YÆ+Â�³t½7·XÃ�¶Y¶"³<Å�¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³

B
Õ£Ã+¼�Å8Å�³]·¹¸�Ç+³Ò½7²Y³ÙÄFÀ+Á�¶YÂ»¸�¼YÆØÄFÀV¼�¿I½¹Ã�¼¾½

g çon ¸�¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF³ÉÅ�¸»¼��Ñ{Ó ñ òYÓ z W óTÓ���²�³�¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³
B
¸�¿&ÐÚÀVÁY¼�Å
¸»¼s½¹²Y³%Æ+·¹À+Á�¼�ÅÊ¿I½¹Ã�½7³%À�Ð�¸»½¹¿�ºt¸ÈÄF·¹À�Î-Ö�³<Â»Â~Ý"³FÐÚÀ+·¹³½¹²Y³Ò¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼SÖ�¸�½¹²

A
ÓÏ��ÀÊ³<¼�¿7ÁY·7³®³]ÂÈÃ+¿I½7¸ÈÄ®¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ�Õ~Ö&³kÃV¿7¿7ÁYºt³%½7²{Ã ½%ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�¿Ý"³F½�Ö&³]³<¼

A
Ã�¼�Å

B
²�Ã+¶Y¶{³<¼ÙÃ�½�Ã+¼w³]¼Y³<·7ÆV×Ò½7²�Ã�½�¸È¿�Â�À Ö?³]¼�À+ÁYÆV²Ì½7ÀkÂ»³ÉÃfÇ+³�½¹²Y³

B
¸�¼Ì½7²�³ÆV·7ÀVÁY¼�Åt¿I½¹Ã ½¹³�À�Ð~¸�½X¿.ºt¸�Ä]·7À+Î(Ö&³]Â�ÂYÃ ½.½¹²Y³�³]¼{ÅtÀ�Ð"½7²Y³�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÏ³]ÇV³]¼¾½<Ó�Ô�¶�¶Y·7Àfµ�¸�ºÌÃ ½7¸�¼YÆ³ÉÃ+ÄX²%ºt¸ÈÄF·¹À�Î-Ö�³<Â»Â À+Ð�½7²Y³cÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³cÝE×ÏÃ�¼%²�Ã+·7ºtÀV¼Y¸�Ä�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂVÀ�ÐEÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF×

ω
Õ<Ö&³c·¹³<Ñ¾ÁY¸�·7³½¹²Y³�Ë¾¸�¼Y³]½7¸ÈÄ�³]¼�³]·¹Æ+×®À+Ð�½7²Y³�ºÌÃ ½7½7³]·�Ö&ÃfÇV³�½7ÀkÝ{³�¿IºÌÃ�Â�Â~ÄFÀ+ºt¶�Ã+·7³ÉÅk½7À´½¹²Y³�Â�³]ÇV³]Â~¿I¶{Ã+ÄF¸�¼YÆÀ+Ð�½¹²Y³Ï½7·XÃ�¶�¶Y¸»¼�ÆÒ¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(å�½7²�¸�¿�¸È¿�³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿7³<Åw¸�¼s��Ñ"Ó ñ òYÓ z¾óTÕYÀV·�³<Ñ¾ÁY¸�ÇfÃ+Â»³<¼¾½7Â�×wÝE×

kaho

√

mB

mA
� 1,

ñ òYÓ î+ïVó
Ö�²�³]·¹³

k
¸�¿~½¹²Y³cÖ�ÃfÇ+³£¼EÁYº®Ý"³]·*À+ÐE½7²Y³

A
Ã�½7À+ºÌ¿*Ã+¼�Å

aho =
√

~/mBω ≈ 4
√

EB
r /V

B
0 d/π¸È¿�½¹²Y³%²�Ã�·¹ºtÀ+¼Y¸ÈÄTÎ-ÀV¿¹ÄF¸�Â�Â�Ã�½7À+·�Â»³<¼YÆ�½¹²*Õ ≈ 50

¼Yº ÐÚÀ+·�½7²�³%À+¶�½¹¸�Ä<Ã�Â�ÂÈÃ ½I½¹¸�Ä]³´ÄFÀV¼�¿I¸ÈÅ�³<·7³ÉÅ�Ó��²�³´
�Ã�ºt¸�Â�½¹À+¼Y¸ÈÃ�¼
¸�¼Ù½¹²Y³´Ã�Ý{¿I³<¼�ÄF³�À�Ð�¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼�¿<Õ
H0 = −~

2∆A

2mA
− ~

2∆B

2mB
+

1

2
mBω

2r2B ,
ñ òYÓ î�z¾ó



è$� ñ�Tgf ê"î���ì��Ãíjêô� ínðZ�s� ñ h?�9ëÚñ íjê¸í�éC�{�9ë=ëN�6ì)½C�F%
�Z�
ÃVÅ�ºt¸�½X¿&½7²Y³

s
Î-Ö&ÃfÇV³�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼

ψ0(rA, rB) = 〈rA, rB |ψk,0〉 =
sin(krA)

krA
φ0(rB).

ñ ò�Ó�î+òVó
��²Y³&ÂÈÃ ½I½¹³]·�·¹³]¶Y·¹³<¿7³]¼¾½¹¿�Ã�¿7¶Y²Y³<·7¸ÈÄ]Ã+ÂVºÌÃ�½I½7³<·�Ö�ÃfÇ+³ ñ

A
ó�À+ÐYÖ&ÃfÇV³�ÇV³<ÄT½¹À+·

k
Ã�¼�ÅkÃ�¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³ñ

B
ó~¸�¼Ï½7²Y³.ÆV·7ÀVÁY¼�ÅÏ¿I½¹Ã ½¹³.À�Ð¾½7²Y³�²�Ã�·¹ºtÀ+¼Y¸ÈÄ£¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â Õ

φ0(rB) = exp(−r2B/2a2
ho)/ (

√
πaho)

3/2 ÕÃ+¼�ÅÒ²�Ã+¿�Ã�¼t³]¼Y³<·7ÆV×
E = ~

2k2/2mA +3~ω/2
ÓRòG³�ºtÀEÅY³]Â�½¹²Y³�Ô�Î�	5¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼ÒÖ�¸»½7²ÃÒ·¹³]Æ+Á�Â�Ã+·7¸�Û]³ÉÅÊÄFÀV¼¾½¹Ã+ÄF½�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â Õ

H = H0 + gδ(rA − rB)
∂

∂|rA − rB | (|rA − rB | . . .) , ñ ò�Ó�î�ð¾ó
½¹²Y³GÄ]À+ÁY¶YÂ�¸�¼YÆ5Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½

g
Ý"³]¸�¼YÆ\³]µ�¶Y·7³É¿7¿7³<Åá¸�¼ç½¹³]·¹ºÌ¿ÊÀ+Ð%½7²Y³G·7³ÉÅ�Á�ÄF³ÉÅ?ºÌÃ+¿¹¿

µ =
mAmB/(mA +mB)

Ã�¼{ÅÊ½¹²Y³ÏÐÚ·¹³]³FÎ�¿7¶�Ã+Ä]³�¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆÒÂ»³<¼YÆ�½¹²
a
ñ ·¹³]ÂÈÃ ½7¸�Ç+³�½¹Àk½¹²Y³´Ô�Î�	Ä]À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼
¸�¼Ê½¹²Y³´Ã�Ý�¿7³]¼{ÄF³ÏÀ�Ð£½7²Y³Ï½¹·¹Ã+¶Y¶Y¸�¼YÆÒ¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+ÂÈó&ÝE×

g =
2π~

2a

µ
.

ñ ò�Ó�îV÷+ó
��²Y³
��ÄX²Y·:9EÅY¸»¼YÆV³]·%³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼

Hψ = Eψ
Ä<Ã�¼8Ý{³Ê·7³]ÐÚÀ+·¹º®ÁYÂÈÃ ½¹³<Å�³<Ñ¾ÁY¸�Ç Ã�Â�³]¼¾½7Â�×�¸�¼8½7²Y³¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â"ÐÚÀ+·¹º

ψ(rA, rB) = ψ0(rA, rB) + g

∫ Å
ρGE(rA, rB ; ρ,ρ)ψreg(ρ)

ñ ò�Ó�î��¾ó
¸�¼8½7³<·7ºÌ¿%À+Ð&½¹²Y³Ì½�Ö&À�Î-¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³t·7³]½¹Ã+·¹Å�³ÉÅHô�·7³<³]¼)5 ¿ÏÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼8ÐÚÀV·´½7²�³w¼YÀ+¼YÎ(¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�¼YÆ
�Ã�ºt¸»Â»½7ÀV¼Y¸ÈÃ�¼

GE =
1

E + i0+ −H0

ñ ò�Ó�î�y¾ó
Ã+¼�Åw½¹²Y³%·¹³]Æ+Á�Â�Ã+·7¸�Û]³ÉÅw¶�Ã+·I½�À�Ð�½7²Y³Ï½�Ö&À�Î-¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³�Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼*Õ

ψreg(R) =
∂

∂|rA − rB | [|rA − rB |ψ (rA, rB)]

∣

∣

∣

∣

rA=rB

ñ ò�Ó ï+í¾ó
Ö�²Y³<·7³

R = (rA + rB)/2
Ã�¼{Å

ψreg(R) = ψreg(R)
¿I¸�¼�ÄF³®Ö�³®Ä]À+¼�¿7¸ÈÅ�³]·

s
Î-Ö&ÃfÇV³%¿7Ä<Ã ½IÎ½¹³]·¹¸»¼YÆÌÀV¼YÂ�×+Ó&��¼¾ÇV³]·7½7¸�¼YÆÌ��Ñ"Ó ñ ò�Ó�î��+óFÕ{Ö&³ÏÍ�¼�Å
½¹²�Ã ½�½7²Y³k·7³<Æ+ÁYÂÈÃ�·¹¸»Û<³<ÅÙ¶�Ã�·7½�À�Ð�½¹²Y³´Ö�ÃfÇ+³ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼Ø¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³<¿�Ã+¼Ù³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼ÙÀ+Ð�½7²�³ÏÐÚÀ+·¹º

ψ̃reg =
I

I − gÔ
ψ̃0,

ñ ò�Ó ï W ó
Ö�²Y³<·7³

Ô
¸È¿ÏÃ�¼G¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â£À+¶"³]·XÃ ½¹À+·ÉÕ~Ã+¼�Å

ψ̃(R) = Rψ(R)
Ók��²Y³ÌÅ�³F½XÃ�¸�Â»³ÉÅ�Å�³<·7¸�Ç Ã ½7¸�À+¼À+Ð�½7²�¸�¿�³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼
Ã+¼�ÅÙ½7²Y³%³]µE¶�Â»¸ÈÄF¸»½�ÐÚÀ+·¹ºNÀ�Ð

Ô
Ã+·7³Ï¶Y·¹³<¿7³]¼¾½¹³<ÅÙ¸»¼ØÔ�¶�¶{³<¼�Å�¸»µ
ùkÓ��²Y³Ò¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â�ÐÚÀ+·¹º®ÁYÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼ØÀ�Ðc½¹²Y³Ò�YÄX²Y·&9�Å�¸�¼YÆV³]·�³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼S¸�¿�Á�¿7³FÐÚÁYÂ£½¹ÀÙÅ�³<·7¸�Ç+³ÒÃ�¼³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³k¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼s½7²�Ã�½�¸�¼Ø½¹²Y³kÂ�À Ö ³]¼Y³<·7ÆV×ÙÂ�¸�ºÒ¸»½%Å�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý"³<¿�½7²�³ÒÔ�Î-	 ÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼Ø¸�¼½¹³]·¹ºt¿�À+Ð&Ã
¿I¸�ºt¶YÂ»³ÌÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½Ï¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»ÀV¼*Ó®��¼�À+·XÅ�³]·�½7ÀØ¿7³]³Ò²YÀ Ö%Õ�Ö&³Ò³]µ�¶�Ã�¼�Å

GE
À+¼½¹²Y³%Ý�Ã+¿7¸È¿�À�Ð�³<¸»ÆV³]¼�¿I½¹Ã�½7³É¿�À�Ð

H0
Õ

GE =

∫ Å
k′

(2π)
3

∑

n

|ψk′,n〉 〈ψk′,n|
E + i0+ −Ek′,n

,
ñ ò�Ó ïVîVó
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Ã+¼�Å
¶Y·¹À�±�³<ÄF½�¸�½�¸�¼s¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼s¿I¶{Ã+ÄF³�½¹ÀÒÀVÝ�½¹Ã+¸»¼
GE(rA, rB ; ρ,ρ) =

2mA

~2

[

− eik|rA−ρ|

4π |rA − ρ|φ0(rB)φ0(ρ)

−
∑

n6=0

e−κn|rA−ρ|

4π |rA − ρ|φn(rB)φn(ρ)



 .
ñ òYÓ ïVïVó

��¼�Å�³<·�½7²Y³%Â�À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV×tÃV¿7¿7ÁYºt¶�½¹¸»ÀV¼ ñ ò�Ó z¾óTÕ
−~

2κ2
n

2mA
=

~
2k2

2mA
− ~ω (nx + ny + nz) < 0

ÐÚÀV·�³]ÇV³]·¹×
n 6= 0.

Ô�¿´ÃsÄFÀV¼�¿I³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]³+Õ~½¹²Y³Ò½7³]·¹ºÌ¿ÏÀ�Ð���Ñ"Ó ñ òYÓ ïVï+ó�¸»¼EÇVÀ+Â�Ç¾¸�¼YÆÙ³FµYÄF¸»½7³ÉÅG¿I½¹Ã�½7³<¿ÏÀ+Ð�½¹²Y³Ì²�Ã�·7ÎºtÀV¼Y¸�Ä&À¾¿7Ä]¸»Â�Â�Ã�½7ÀV·�ÆV¸»ÇV³�³Fµ�¶"À+¼Y³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â»×%Ç Ã�¼�¸�¿7²Y¸�¼YÆ�Ä]À+¼¾½7·¹¸�ÝYÁ�½7¸�À+¼{¿£Ã+¼�Å®Ä<Ã�¼kÝ{³�¼Y³<Æ+Â�³<ÄT½¹³<ÅÖ�²�³]¼wÔ?¸È¿.ÐqÃ+·�ÃfÖ&Ãf×´ÐÚ·7ÀVºP½7²�³�ÄF³<¼¾½7³]·�À�Ð"½7²Y³�²�Ã�·¹ºtÀ+¼Y¸ÈÄ&Ö�³<Â»Â(Ó��.µ�¶�Ã�¼�ÅY¸»¼YÆ |rA − ρ| '
rA−ρ·rA/rA

Õ ÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+¸�¼YÆ�À ÇV³]·~½7²�³�Å�¸�·7³ÉÄT½7¸�À+¼%À+Ð
rA
Ã�¼�Å%¿7ÁYÝ�¿I½7¸»½7ÁY½7¸�¼YÆ�¸�¼V½¹À���Ñ"Ó ñ ò�Ó�î���óFÕÖ&³%Æ+³]½

ψ(rA, rB)
rA→∞

'
[

sin(krA)

krA
− a

mA

µ

exp(ikrA)

rA

∫ Å
ρ

sin(kρ)

kρ
φ0(ρ)ψreg(ρ)

]

φ0(rB).
ñ òYÓ ï6z¾ó

ò�³%ËE¼YÀ Öç½¹²�Ã ½�½¹²Y³%¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆÌ¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ ñ ò�Ó�î��+ó�Ä<Ã�¼
Æ+³<¼Y³]·XÃ�Â�Â»×ÌÝ"³%Ö�·¹¸�½7½7³]¼ØÃV¿
ψ(rA, rB)

rA→∞

'
[

sin(krA)

krA
+ fk

exp(ikrA)

rA

]

φ0(rB),
ñ òYÓ ï¾ò+ó

½¹²Y³%ÐqÃVÄT½7ÀV·7¸�Û]³ÉÅÌÐÚÀV·7º[Ý{³<¸»¼YÆt³<¼�¿IÁ�·7³ÉÅÊÝE×w½¹²Y³%Â�À Ö�Î(³<¼Y³]·¹Æ+×Ì¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆÌÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼ ñ ò�Ó zVóFÓÞ�ÀVºt¶�Ã�·¹¸»¼�Æ ñ ò�Ó ï�z+ó�Ã+¼�Å ñ ò�Ó ïVò+óTÕYÖ&³ÏÀ+Ý�½XÃ�¸�¼Ê½¹²Y³´¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆÒÃ+ºt¶YÂ»¸»½7Á{Å�³
fk = −amA

µ

∫ Å
ρ

sin(kρ)

kρ
φ0(ρ)ψreg(ρ).

ñ òYÓ ïVðVó
��¼G½7²�³ÒÂ�¸�ºÒ¸»½´À�Ð�Û]³]·¹À�Î-³]¼�³]·¹Æ+×+Õ"½¹²Y³Ì¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�ÆÙÃ�ºt¶YÂ�¸»½7Á�Å�³ÌÅ�³]Í�¼Y³É¿�½7²Y³ 3/À�3(%�+À.ò>23�14%Ú��+/0
+=3 5 . ! 0 )�3�! 0 + H a çon ½¹²Y·7ÀVÁYÆ+²

aeff ≡ − lim
k→0

fk = a
mA

µ

∫ Å
ρφ0(ρ)ψreg(ρ).

ñ òYÓ ïE÷�ó
ö�À+·&Â»À Ö?Ý�Á�½&¼�À+¼�Î-Û]³<·7À´³<¼Y³]·¹Æ+×VÕ+½¹²Y³�³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³�·XÃ�¼YÆV³

re
À�Ð�½¹²Y³�³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³�¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼w¸È¿ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<Å
ÝE×w¸»¼EÇV³]·7½7¸�¼YÆk��Ñ{Ó ñ î�Ó ï+ðVóTÕ

re =
2

k2

[

Re

(

1

fk

)

+
1

a çon
]

.
ñ òYÓ ïd�Vó

Ô�¿c¿7³]³]¼t¸�¼ÙÞ�²�Ã�¶�ÓVî�Õ¾Ã%ÄFÀ+¼¾½XÃ+ÄT½.¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�ÂY²{Ã+¿c¿I½7·¹¸�ÄF½7Â�×®Ç Ã�¼�¸�¿7²Y¸�¼YÆ%³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³�·XÃ�¼YÆV³+ÕÃ+¼�ÅtÄ]Ã+¼kÝ"³�Á�¿7³<ÅÒÄFÀ+¼{¿I¸È¿�½¹³]¼¾½7Â�×%½¹À�·¹³]¶�Â�ÃVÄF³�Ã�ºÒÀV·7³�ÄFÀVºt¶YÂ»³]µ´½�Ö&À�Î-Ý{À�Å�×´¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�ÀV¼YÂ�×¸»Ð�½7²Y³Ï³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³%·XÃ�¼�Æ+³ÏÄFÀ+·¹·¹³<ÄT½¹¸»ÀV¼Ê¸È¿�¼Y³]ÆVÂ»¸�Æ+¸�ÝYÂ�³+Õ�¸(Ó ³VÓYÀ+¼�Â»×w¸»Ð
kre � 1.

ñ òYÓ ïdyVó



è$è ñ�Tgf ê"î���ì��Ãíjêô� ínðZ�s� ñ h?�9ëÚñ íjê¸í�éC�{�9ë=ëN�6ì)½C�F%
�Z�
ò�³ÌÖ�¸»Â�Â�¿7³]³Ì¸�¼�½7²Y³wÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆ
½7²�Ã�½´Æ+³<¼Y³]·XÃ�Â�Â»×

re ≈ a ��� Õ£Ã+¼�ÅG½7²Y³wÂÈÃ ½7½7³<·®ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼Á�¿7Á�Ã+Â»Â�×w·¹³<Å�Á�Ä]³<¿&½¹Àk½¹²Y³%À+¼�³�ÐÚÀV·�³]ÂÈÃ+¿I½7¸ÈÄÏ¿7Ä<Ã ½I½¹³]·¹¸»¼�Æ�Õ���Ñ"Ó ñ ò�Ó�î�ï+óFÓ��¼{Å�³]·.½¹²Y³�Â�À Ö�Î(³<¼Y³]·¹Æ+×%ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿.¿I½¹Ã�½7³ÉÅk¸�¼t��ÑE¿]Ó ñ ò�Ó zVó�Ã+¼�Å ñ ò�Ó ï6y+óFÕ�½¹²Y³�ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼Ý"³F½�Ö&³]³<¼Ì½7²Y³�ÐÚ·¹³]³�¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³
A
Ã�¼�Åw½7²Y³�¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³

B
ÕE½¹·¹Ã+¶Y¶"³<ÅÌ¸�¼ÙÃ®²�Ã�·¹ºtÀ+¼Y¸ÈÄ�Ö&³]Â�Â~Ä]³]¼�Î½¹³]·¹³<ÅÊÃ+·7ÀVÁY¼�Å

rj
ÕYÄ<Ã�¼ÙÝ{³%ÄFÀVºt¶YÂ»³]½7³<Â»×wÅ�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³<Åw¸�¼Ù½7³]·¹ºÌ¿&À�Ð*½¹²Y³�ÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆ®³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼
Ã+ÄT½¹¸»¼�ÆÒÀV¼
½7²Y³ÏÐÚ·¹³]³Ï¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³

A
å

Veff,j(r) = geffδ(r − rj)
∂

∂|r − rj |
(|r− rj | . . . ) .

ñ ò�Ó zVí¾ó
��²Y³%Ä]À+ÁY¶YÂ�¸�¼YÆÌÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½�À�Ð£½7²Y³%³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³Ï¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼
¸�¿

geff =
2π~

2aeff

mA
,

ñ ò�Ó z W ó
Ö�²Y³<·7³

a çon ¸È¿�ÆV¸»ÇV³]¼
¸»¼Ø��Ñ"Ó ñ ò�Ó ï¾÷�ó�Ã�¼�Å
Ö&³%²�ÃfÇ+³ mA
·XÃ ½¹²Y³]·�½¹²�Ã�¼

µ
¸»¼s½¹²Y³®Å�³<¼YÀ+ºt¸»Î¼�Ã�½7ÀV·�¿7¸�¼�ÄF³%Ö&³%ÄFÀ+¼{¿I¸ÈÅ�³]·&½¹²Y³´ÄFÀVÂ»Â�¸�¿7¸�À+¼
À�Ð

A
Ö�¸�½¹²sÃt¿I½¹Ã�½7¸ÈÄ�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÓÔ�¿�¿7³]³<¼´¸»¼®��Ñ"Ó ñ ò�Ó ï¾÷fóFÕ ½7²Y³�³FÜ~³<ÄF½7¸�Ç+³�¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆ�Â»³<¼YÆ�½¹²

a çon ÅY³]¶"³]¼�ÅY¿�³Fµ�¶YÂ�¸ÈÄF¸»½7Â�×%À+¼½¹²Y³�·¹³]ÆVÁYÂÈÃ�·¹¸»Û<³<ÅtÖ�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼�Õ�Ö�²Y¸�ÄX²Ù¸»¼Ê½7ÁY·¹¼Ê¸È¿�½7²Y³Ï¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼wÀ+Ð�Ã�¼Ù¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â{³<Ñ¾Á�Ã�Î½¹¸»ÀV¼*Õ���Ñ"Ó ñ òYÓ ï W óTÓ®��²�³kÂÈÃ ½7½7³]·ÏºkÁ�¿�½%Ý"³Ò¿7À+Â�Ç+³ÉÅS¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×+Õ~ÝYÁ�½´Ã�¼{Ã�Â�×V½¹¸�Ä<Ã�Â£·7³É¿IÁ�Â�½X¿ºÌÃf×sÝ{³Ò³FµE½¹·¹ÃVÄT½7³ÉÅØ¸�¼S½7²�³ÒÂ�¸�ºÒ¸»½ÏÀ�Ð�Ö&³<Ã+ËÙ½¹·¹Ã+¶Y¶Y¸�¼YÆ
ω � (1 +mA/mB)−2

~/mAa
2ñ À+·Ò³<Ñ¾ÁY¸�ÇfÃ+Â»³<¼¾½7Â�×

a ��� /|a| � (1 + mA/mB)
√

mA/mB
óFÕcÖ�²Y³<·7³sÃ�¼â³]µ�¶�Ã�¼�¿7¸�À+¼H½¹ÀÂ�À Ö�³É¿�½�À+·XÅ�³<·�À�Ð ñ ò�Ó ï W ó&ÆV¸»ÇV³<¿

ψ̃reg = ψ̃0

ñ ¿7À�Î�Ä]Ã�Â�Â�³<ÅÊ	&ÀV·7¼
Ã�¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ�½7¸�À+¼{ó�Ã�¼�Å
aeff,Born = a

mA

µ
.

ñ ò�Ó z¾îVó
ò?²Y³<¼s½7²Y³Ï½¹·¹Ã+¶Y¶Y¸�¼YÆÌ¸È¿�Ç+³<·7×wÖ&³<Ã+Ë~ÕE½7²Y³®	A¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³Ï¸�¿�Ã�Â�ºÒÀ¾¿�½�ÐÚ·¹³]³´Ã+¼�ÅÙ½7²Y³%³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³Ä]À+ÁY¶YÂ�¸�¼YÆ�Ä]À+¼�¿I½¹Ã+¼¾½

geff
Ä]À+·¹·7³ÉÄT½7Â�×%·¹³<Å�Á�Ä]³<¿�½7À

g
Õ ½7²�³�Ä]À+ÁY¶�Â»¸�¼YÆ%ÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½�¸»¼kÐÚ·7³<³�¿I¶�ÃVÄF³VÕÆV¸»ÇV³]¼Ì¸�¼w��Ñ"Ó ñ ò�Ó�îV÷ óFÓ���¼Ì½7²Y³�¿7Ã+ºt³�Â»¸�ºt¸�½ÉÕ�Ã�¼w³]µE¶{Ã�¼�¿7¸»ÀV¼tÀ�Ð�½7²�³�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ®Ã+ºÒ¶�Â»¸»½7Á�ÅY³ÐÚÀV·�¿IºÌÃ�Â�Â�³]¼�³]·¹Æ+¸�³<¿&Æ+¸�Ç+³É¿&½7²Y³%³]Ü"³ÉÄT½7¸�Ç+³Ï·XÃ�¼YÆV³�ÐÚÀV·�½7²Y³%¸�¼¾½7³<·¹ÃVÄT½7¸�À+¼�å

re,Born = − µ

mA

a2
ho

a
.

ñ ò�Ó zVï¾ó
ò�³w²�ÃfÇ+³Ì¿7À+Â�Ç+³ÉÅ�¼EÁYºt³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×S��Ñ"Ó ñ ò�Ó ï¾÷ óFÕ£Ã+¼�Å�¸»¼Hö£¸»Æ¾¿]Ó£ò�Ó W ífÎ�ò�Ó W îÊÖ�³Ì¶�Â»À+½

aeffÃV¿wÃ�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼?À�Ð
1/a

ÐÚÀ+·ÙÅ�¸�Ü~³]·¹³]¼¾½ÊÇ Ã+Â»ÁY³É¿ÌÀ�Ð
mB/mA

Ó òG³SÄX²YÀEÀ¾¿I³
mB/mA =

0.15, 1, 6.67
Õ£ÄFÀV·7·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å�¸�¼YÆs½7À�½7²Y³
¶Y²E×�¿I¸ÈÄ]Ã+Â&Ä<Ã+¿7³<¿®À�Ð�ÃSºt¸»µE½7ÁY·¹³ÊÀ+Ð 6 �*¸ ñ B ó®Ã+¼�Å

40 û ñ
A
óTÕYÃ´ºÒ¸»µE½7ÁY·¹³�À+Ð�½�Ö�ÀÒÅ�¸»Ü"³<·7³<¼V½&¸»¼¾½¹³]·¹¼�Ã�Â"¿�½XÃ ½7³É¿�À+Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿cÀ+Ð�½7²Y³Ï¿7Ã+ºt³�¿I¶"³<Ä]¸»³É¿]ÕÃ+¼�ÅØÃwºt¸»µ¾½¹ÁY·¹³´À�Ð 40 û ñ

B
ó�Ã+¼�Å 6 �*¸ ñ A óFÕ~·7³É¿I¶"³<ÄF½7¸�Ç+³]Â�×+Ó���¼Gö�¸�ÆV¿<Ó"òYÓ WdW Ã�¼{ÅSò�Ó W ïÌÖ&³Ã+Â�¿7À�¶YÂ�À�½�½7²Y³�Ý"³]²�ÃfÇE¸�À+·�À�ÐY½¹²Y³�³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³�·XÃ�¼YÆV³�¸�¼´½7²�³&Ä<Ã+¿7³

mB = mA
å
re
¸�¿£Æ+³<¼Y³]·XÃ�Â�Â�×À+Ð�À+·XÅ�³<·

a ��� ÕYÝYÁY½�Å�¸»ÇV³]·¹Æ+³É¿�Ö�²�³]¼ a çon → 0
ÕYÃV¿�³Fµ�¶YÂÈÃ�¸�¼Y³<ÅÙ¸»¼S�E³ÉÄ�Ó"î�Ó W Ó��²Y³Ù³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³ÙÄ]À+ÁY¶YÂ�¸�¼YÆGÄ]À+¼�¿I½¹Ã+¼V½Ò¿I²YÀ Ö�¿®Ã�¼â¸�¼�Í�¼Y¸»½7³s¿7³F½®À+Ð�·7³É¿IÀV¼�Ã�¼�Ä]³<¿´ÅYÁY³w½¹À½¹²Y³�¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³�À�Ð*½¹²Y³�³]µE½7³]·¹¼�Ã+Â~Ä]À+¼�Í{¼Y³]ºt³]¼¾½ÉÓ�Ô�¿7¸»ºt¸�Â�Ã+·�³]Ü"³ÉÄT½<ÕE½¹³]·¹ºt³<ÅÊÄ]À+¼�Í{¼Y³]ºt³]¼¾½7Î¸�¼�Å�Á�Ä]³<Å ·7³É¿IÀV¼�Ã�¼{ÄF³ ñ Þ�����óFÕ�²�Ã+¿sÝ"³]³<¼ Ý"³]³<¼ Ã+¼�Ã�Â�×EÛ]³ÉÅ?½7²�³]À+·¹³F½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×?¸�¼ W ù Ö�ÃfÇ+³ÆVÁY¸�ÅY³<¿�²�÷+òEÕ�÷�ð�Õ�÷+÷ ´ Õ�¸�¼AïVù>ÀV¶�½7¸ÈÄ]Ã+Â�ÂÈÃ ½7½7¸ÈÄF³<¿³² ÷"y ´ Õ�Ã+¼�Åç¸�¼AÑ¾Á�Ã+¿7¸»Î�î+ù1ÄFÀV¼�Å�³<¼�¿7Ã�½7³É¿

² ÷"� ´ Ó���¼ W ù Ö&ÃfÇV³�Æ+ÁY¸ÈÅ�³<¿c½7²Y³�³FÜ~³<ÄF½�¸�¿�¶�Ã+·I½¹¸�Ä]ÁYÂ�Ã+·7Â�×´ºÌÃ�·¹Ë+³ÉÅ�å�ÅYÁY³�½¹À%½7²Y³�¶Y·¹³<¿7³]¼�Ä]³�À�Ð½¹²Y³´½¹·¹Ã+¼�¿IÇV³]·X¿I³%Ä]À+¼�Í�¼�³]ºt³]¼¾½<Õ~ÃÊÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�Ã+Ä<ÑVÁ�¸»·¹³<¿�ÃwÝ{ÀVÁY¼�ÅS¿I½¹Ã�½7³´ÐÚÀV·�Ã+¼¾×Ç Ã�Â�ÁY³wÀ+Ð�½7²Y³ÊïVùN¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆØÂ�³]¼YÆ+½7² ñ Ö�²Y¸»Â�³Ê¸�¼8ÐÚ·¹³]³Ê¿7¶�Ã+Ä]³Ì¸�½k¸�¿®Ö�³<Â»Â�Ë¾¼�À Ö�¼G½¹²�Ã ½tÃÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½c¶"À�½7³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�²{Ã+¿cÃÏÝ"À+ÁY¼{ÅÌ¿�½XÃ ½7³�À+¼YÂ�×´ÐÚÀV·
a > 0

óTÓ�Þ�ÀV¼�Í�¼Y³<ºÒ³<¼¾½IÎ-¸»¼�ÅYÁ�ÄF³ÉÅkºtÀ�ÅEÎ¸»Í{Ä]Ã�½7¸�À+¼�¿ÒÀ+Ð�½�Ö�À+Î(Ý"À�Å�×â¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ�¶�·7ÀV¶{³<·I½¹¸»³É¿k²{ÃfÇ+³ÊÇV³]·¹×8·7³ÉÄF³]¼¾½¹Â»×HÝ"³]³<¼5ÀVÝ�¿I³<·7ÇV³<Å³]µE¶"³]·¹¸�ºÒ³<¼¾½¹Ã�Â�Â�×´ÝE×´½7²�³����Y·¹¸�ÄX²ÒÆ+·¹À+Á�¶Ò¸�¼ W ù?Ö�ÃfÇ+³<Æ+ÁY¸ÈÅ�³É¿�² �+í ´ Ã�¼{Åk¸�¼wï+ùçÀ+¶�½¹¸�Ä<Ã�ÂYÂÈÃ ½7Î½¹¸�Ä]³<¿<² � W4´ Ó���¼SºtÀV¿I½�À�Ð.½¹²Y³kÄ]¸�½¹³<ÅSÃ+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿]Õ�½7²Y³kÁY¼�Å�³<·7Â�×E¸»¼YÆw½7·XÃ�¼�¿7Â�Ã�½7¸�À+¼�Ã+Â�¿7×¾ºtºt³F½¹·7×



�
� ñ ���u�VðµëÚñ %"��ñ êVëN�6ì��"ð�ëÚñ íjê è �
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aho/a
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0
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10

a ef
f/a

ho

ö£¸�Æ+ÁY·¹³Êò�Ó W í�å%�.Ü~³<ÄT½¹¸»ÇV³Ê¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆsÂ»³<¼YÆ�½¹²
aeff

ñ ÄFÀV¼¾½7¸�¼¾Á�À+Á�¿%Â�¸�¼Y³Éó%ÃV¿%Ã
ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼HÀ�Ð
a−1 ÐÚÀ+· mB/mA = 0.15

ñ ½7·XÃ�¶Y¶"³<Å 6 �*¸�Ã+¼�ÅâÐÚ·¹³]³ 40 û´óFÓc��²Y³sÇ+³]·7½7¸ÈÄ]Ã+Â�Â»¸�¼Y³<¿ ñ ·7³ÉÅ�óºÌÃ+·7ËÙ½7²Y³®¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼�¿�À�Ð�½7²�³´·7³É¿IÀV¼�Ã�¼{ÄF³<¿ ñ Ãw¿I½7³]¶ØÀ+Ð
aho/a = 0.01

¸È¿�Á�¿7³<Å
½¹ÀÊ¿7Ã+ºt¶YÂ»³½¹²Y³�Ä]ÁY·¹Ç+³<¿<Õ+Ã+¼�ÅÌ¿IÀVºt³�À�Ð~½7²Y³�·7³É¿IÀV¼�Ã�¼{ÄF³<¿�Ã+·7³�½¹À¾À®¼�Ã�·¹·7À Ö\½7À´Ý"³�¿7³]³<¼ÌÀ+¼Ò½7²Y³�Æ+·XÃ�¶Y²"óTÓ
Ã+¼�Å�½7²Y³Ì²�Ã+·7ºtÀV¼Y¸�Äk¼�Ã�½7ÁY·¹³tÀ�Ð�½¹²Y³ÌÄFÀV¼�Í�¼Y³<ºÒ³<¼¾½%Ã+Â»Â�À Ö3ÐÚÀV·Ï½7²Y³tÐqÃVÄT½7ÀV·7¸�Û<Ã�½7¸�À+¼SÀ+Ð�½¹²Y³Ä]³]¼¾½7³<·IÎ-À�ÐøÎ-ºÌÃ+¿¹¿�ºtÀ�½7¸�À+¼�åc½7²�¸�¿�¸»¼s½¹ÁY·7¼Ø¸�ºt¶YÂ�¸»³É¿�½7²{Ã ½�ÃÌ¿7¸»¼�Æ+Â�³kÞ����3Ä]Ã�¼Ø³]µ�¸�¿I½�¸»¼S¿7Á�ÄX²¿7×�¿�½¹³]ºÌ¿<ÕE¿7¸�¼�ÄF³�À+¼YÂ�×tÀ+¼Y³Ï¿I½¹Ã ½¹³�¸�¼Ê½¹²Y³ÏÄFÂ�ÀV¿7³<ÅwÄX²�Ã+¼Y¼Y³<Â{¸È¿�ÄFÀ+Á�¶YÂ»³ÉÅÌ½¹À®½¹²Y³�ÀV¶{³<¼ÙÄX²�Ã+¼�Î¼�³]ÂÕ²�÷�ð ´ Ó�ò?²Y³]¼s½¹²Y¸�¿�ÐqÃ+ÄF½7ÀV·7¸�Û<Ã�½7¸�À+¼s¸�¿�¼YÀ�½�¶{À¾¿7¿7¸�ÝYÂ»³VÕ{ÃV¿�¸�¼SÀ+ÁY·�¿I³]½7ÁY¶SÀV·�¸�¼Ø½7²Y³ÒÄ]ÃV¿I³À+Ð�Ã W ùçÖ�ÃfÇ+³�ÆVÁY¸�ÅY³�Ö�¸�½¹²ÊÃ�¼�²�Ã�·¹ºtÀ+¼Y¸ÈÄ�½7·XÃ�¼{¿IÇV³]·X¿I³�ÄFÀV¼�Í�¼Y³<ºt³]¼¾½æ² ÷+÷ ´ Õ�Ã�¼Ì¸�¼�Í�¼Y¸»½7³Ï¿7³F½À+Ðc¿�½XÃ ½7³É¿�¸�¼s½7²Y³ÒÄFÂ�ÀV¿7³<ÅsÄX²�Ã�¼�¼Y³]Â*²{Ã+¿�¼YÀV¼�Î-Û]³]·¹ÀtÀ Ç+³<·7ÂÈÃ�¶
Ö�¸�½¹²s½7²Y³®À+¶"³]¼ØÀ+¼�³+Õ{Ã+¼�ÅsÃ�¼¸�¼�Í�¼�¸�½¹³®¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð.·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿&Ã+¶Y¶"³<Ã�·X¿<Ó���¼Ø¶Y·XÃ+ÄF½7¸ÈÄF³%²YÀ Ö&³]ÇV³]·�ÀV¼YÂ»×sÃÒÐÚ³]Ö À+Ð£½¹²Y³]ººÌÃf×
Ý{³k·7³É¿IÀVÂ»ÇV³<Å
Ã�¼�Ås·¹³]Â�³]Ç Ã+¼V½�¸»¼�Ã+¼Ø³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½�¿7¸�¼�ÄF³%½¹²Y³]×
Ý"³<ÄFÀVºt³´¸»¼{ÄF·¹³<Ã+¿7¸�¼YÆ+Â�×¿7²�Ã+·7¶"³]·�ÃV¿

a ��� /a Ý{³ÉÄFÀ+ºt³É¿�Â�Ã+·7ÆV³]·ÉÓ
i�÷/¨T÷%ø � reisgCh|m8h{yureilg��ôx�¤|r�r�t�rey$x�k(�Cr]i�yumRxsxPr)�
k%h|}¥�Nrehj}8x�¤
��²�³�·¹³<¿7À+Â�Ç+³]¼¾½

GE
¸È¿�¶YÁY·¹³]Â�×�·¹³<Ã+Â+¸�¼Ï½7²Y³�Â»¸�ºt¸�½

k → 0
² ¿7³]³���Ñ"Ó ñ ò�Ó ï+ï+ó ´ å

Ô
½7ÁY·¹¼�¿�À+Á�½�½7ÀÝ"³Ï·7³ÉÃ�Â~Ã�¼�ÅÙ¿I×Eºtºt³F½¹·7¸ÈÄ�Õ�Ã�¼{ÅÊÃ�Â�Â"¸�½X¿�³]¸�Æ+³]¼EÇ Ã�Â�ÁY³É¿ {λi}

Ã�·¹³ÏÃ+¿&Ã®ÄFÀV¼�¿7³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF³�·¹³<Ã+Â"ÃV¿Ö&³]Â�Â(Ó���²�¸�¿.ºt³ÉÃ�¼�¿�½¹²�Ã ½&ÃÏ·7³É¿IÀV¼�Ã�¼�Ä]³�¸�¼
aeff

¸È¿.³Fµ�¶"³<ÄT½¹³<ÅtÖ�²Y³<¼Y³]ÇV³]·�½¹²Y³�Å�³<¼YÀ+ºt¸�¼�Ã ½¹À+·À+Ð���Ñ"Ó ñ òYÓ ï W óÏÇ Ã�¼�¸�¿7²Y³<¿<Õ£¸ Ó ³+Ó�Ö�²Y³]¼Y³<Ç+³<·Ï½7²Y³ÌÐÚ·¹³]³Ù¿I¶�ÃVÄF³w¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7¸�¼YÆsÂ�³]¼YÆ+½7²
a
³ÉÑ¾Á�Ã�ÂÈ¿

µ/2π~
2λi
Óc��²Y³<¿7³Ï·7³É¿IÀV¼�Ã�¼{ÄF³<¿&²�ÃfÇV³�ÅY¸�Ü~³]·¹³]¼¾½�À+·¹¸�Æ+¸�¼�¿]Õ�Å�³<¶{³<¼�Å�¸�¼YÆÌÀ+¼Ù½7²�³´¿I¸�Æ+¼
À�Ð

a
Ó

���*gL� ì � ì ��P$fVU/MVU�{$l
aò?²�³]¼

a > 0
Õ<½7²Y³�¶�¿I³<Á�Å�ÀV¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â+Ã+Å�ºt¸»½¹¿*Ã�Ý"À+Á�¼�Å%¿�½XÃ ½¹³.¸»¼%Ö�²Y¸ÈÄX²�½7²Y³c½�Ö�À�¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³É¿Ä<Ã�¼ÌæI¿7¸»½�è�ÐÚÀV·�ÃkÇ Ã�·¹¸�Ã+ÝYÂ�³�½¹¸»ºt³+ÕYÐÚÀ+·¹ºÒ¸�¼YÆtÃ®ºtÀVÂ»³ÉÄFÁYÂ�³�½¹²�Ã ½�À¾¿7Ä]¸»Â�Â�Ã�½7³É¿�¸�¼Ù½7²Y³Ï²�Ã+·7ºtÀ+¼�¸�ÄÖ&³]Â�Â(Óc��ÀtÁY¼�ÅY³]·X¿�½XÃ�¼�ÅÊ½7²Y¸È¿�¶"À+¸�¼¾½<ÕYÖ&³Ï·7³<Ö�·7¸»½7³�½7²�³Ï½�Ö�À+Î(Ý"À�Å�×Ê
�Ã+ºt¸»Â»½7ÀV¼Y¸�Ã+¼ ñ ò�Ó�î�ð+ó�ÃV¿

− ~
2∆R

2(mA +mB)
+

1

2
mBω

2R2 − ~
2∆r

2µ
+ g · δ(r) · ∂

∂r
r

+

[

1

8
mBω

2r2 − 1

2
mBω

2R · r
]

,
ñ òYÓ zdz¾ó
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f/a
ho
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  r

e/a
ho

ö£¸�Æ+ÁY·¹³�ò�Ó W6W å£��Ã+ºt³�Ã+¿�ö�¸�Æ�ÓEò�Ó W í�ÐÚÀV·c½�Ö&À´¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿�À�Ð�³<Ñ¾Á�Ã+Â�ºÌÃ+¿¹¿<Ó£��²Y³�ÝYÂ�ÁY³�ÅYÃV¿I²�³<ÅÂ�¸»¼�³�¸È¿�½¹²Y³Ï³FÜ~³<ÄT½¹¸»ÇV³%·¹Ã+¼YÆ+³
re
ÕYÃ�¼�ÅÊ½7²Y³%ºÌÃ+Æ+³]¼¾½XÃkÅ�À+½I½¹³<Å
Â»¸�¼Y³Ï¸È¿

re,Born
Õ���Ñ"Ó ñ òYÓ z¾ï+óTÓÔ ÆV·7³<³]¼ÙÅYÀ�½�Ã ½

a = −1.6a ��� ºÌÃ+·7Ë�¿�½7²Y³%¶"ÀV¿7¸»½7¸�À+¼sÖ�²Y³]·¹³ a çon ≈ d
¸»Ð
V B

0 = 50EB
r

Ó

-4 -2 0 2 4
aho/a

-10
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0

5
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a ef
f/a

ho

ö£¸�Æ+ÁY·¹³®ò�Ó W îYå���Ã�ºt³®ÃV¿�ö£¸»Æ{Ó"òYÓ W í®ÐÚÀV·
mB/mA = 6.67

ñ ½7·XÃ�¶�¶{³ÉÅ 40 ûJÃ�¼�Å
ÐÚ·¹³]³ 6 �*¸øóTÓ��²Y³%ÅYÃV¿I²�³<Å
Â»¸�¼Y³Ï¸È¿
aeff,Born

Õ���Ñ"Ó ñ òYÓ zEî�óTÓ
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

k2/2

0

0.5

1

R
e(

1/
f k)

ö£¸�Æ+ÁY·¹³Êò�Ó W ï�å%�c¼Y³<·7ÆV×GÅ�³<¶{³<¼�Å�³]¼{ÄF³wÀ+Ð�½¹²Y³Ê¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆØÃ�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³tÐÚÀV·%½�Ö�ÀØ¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿À+Ð£³ÉÑ¾Á�Ã�Â�ºÌÃ+¿¹¿�Ã ½
a = −1.6aho

ñ Æ+·¹³]³<¼ÙºÌÃ+·7ËV³]·�¸»¼Øö£¸�Æ�Ó�ò�Ó W6W óTÓc��²Y³%Â�¸»¼�³<Ã�·�Í�½�Ã ½�Â�À Ö³<¼Y³]·¹Æ+×VÕ
Re(1/fk) = −1/aeff + rek

2/2
Õ�×E¸�³]ÂÈÅY¿

re = 1.135aho

ñ ÁY¼Y¸»½¹¿kÀ�Ð
a−2
ho

Ã�¼�Å
a−1
ho

À+¼Ù½7²Y³
x
Ã+¼�Å

y
Ã µ�¸È¿]Õ�·¹³<¿7¶{³ÉÄT½¹¸»ÇV³]Â�×�óFÓ

Ã+¼�Å8½¹·7³ÉÃ ½%½7²�³w½7³<·7ºÌ¿®¸»¼8½¹²Y³Ù¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³Ì¶�Ã�·¹³]¼¾½¹²Y³<¿7¸�¿®Ã+¿®Ãs¶"³]·7½7Á�·7Ý�Ã�½7¸�À+¼*ÓS��²�³wÁY¼Y¶"³]·7Î½¹ÁY·¹Ý{³ÉÅÌ¶�Ã�·7½�ÃVÅ�ºt¸�½X¿c½¹²Y³�ÐqÃVÄT½7ÀV·7¸�Û]³ÉÅÒ³]¸�Æ+³]¼{¿�½XÃ ½7³É¿
ψ2n = φ2n(R)χ(r)

½7²�Ã�½&Å�³É¿7Ä]·7¸�Ý{³�ÃÝ"À+Á�¼�ÅÊºtÀVÂ»³ÉÄFÁYÂ�³�Ö�¸»½7²
χ(r) = exp(−r/a)/

√
2πar

Ã+¼�ÅÊÄ]³]¼¾½7³<·IÎ-À�ÐøÎ-ºÌÃ+¿¹¿.¸�¼ÙÃ�¼Ù³]¸�Æ+³<¼�Î¿I½¹Ã�½7³&À�Ð�½¹²Y³�²{Ã�·¹ºÒÀV¼Y¸ÈÄ.ÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹À+·ÉÓ��E¸�¼�ÄF³�Ý{À+½7²®½7²Y³&¸»¼�¸�½¹¸�Ã+Â¾¿I½¹Ã�½7³�Ã+¼�ÅÏ½¹²Y³&
�Ã�ºt¸�Â�½¹À+¼Y¸ÈÃ�¼Ã+·7³Ï¿7¶Y²Y³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â�Â�×w¿I×Eºtºt³F½7·¹¸ÈÄ�ÕYÄFÀV¼�¿7³]·¹ÇfÃ�½7¸�À+¼ÙÀ�Ð�¶�Ã+·7¸»½�×ÊÃ+Â»Â�À Ö�¿�ÀV¼YÂ�×w³]ÇV³]¼Ê¸�¼¾½7³<·7ºt³<ÅY¸�Ã�½7³¿I½¹Ã�½7³É¿]Ó¶ò?¸»½7²Y¸�¼
½7²Y¸È¿�ÁY¼Y¶"³]·7½7Á�·7Ý"³<ÅsÃ�¶�¶Y·7Àfµ�¸�ºÌÃ ½7¸�À+¼�Õ
aeff

Å�¸�Ç+³<·7ÆV³<¿&³<ÃVÄX²w½7¸�ºt³Ï½7²Y³Ï³<¼�Î³<·7ÆV×ØÀ�Ð�½7²Y³tÀV¿¹ÄF¸�Â�Â�Ã�½7¸�¼YÆÙºtÀVÂ»³ÉÄFÁYÂ�³ÒÄ]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼{ÅY¿�½¹À
½7²Y³tÆ+·¹À+Á�¼�Å�¿I½¹Ã�½7³Ò³]¼Y³<·7ÆV×ØÀ�Ðc½¹²Y³¶{Ã�¸�·�À�Ð.Ã ½7ÀVºÌ¿]Õ�¸(Ó ³VÓYÃ ½�½¹²Y³%Ç Ã�Â�ÁY³<¿�À+Ð
a = ares

½7²�Ã�½�¿¹Ã ½¹¸�¿IÐÚ×
(

2n+
3

2

)

~ω

√

mB

mA +mB
− ~

2

2µa2
res

=
3

2
~ω.

ñ òYÓ zEò+ó
Ô�¿cÄ]Ã+¼kÝ"³�¿7³]³]¼Ò¸�¼k½¹²Y³�ÁY¶Y¶"³]·.¶{Ã�·7½�À+Ð~ö£¸�Æ�Ó+òYÓ W zYÕ ½7²�¸�¿�ÐÚÀV·7ºkÁYÂÈÃ�Å�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³<¿£½7²�³�¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼À+Ð�½¹²Y³%·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿�Ö�¸»½7²

a > 0
¸»¼ØÃÒÖ�¸�ÅY³%·7³<Æ+¸�À+¼ÊÀ+Ð�½¹²Y³%Æ+·XÃ�¶�²*Õ�¿I¸�¼�ÄF³%Ä]À+·¹·7³ÉÄT½7¸�À+¼{¿�½¹À¸»½�Ã�·¹³�ÀV¼YÂ�×

O(a/aho)
2 Ó���¼ÊÐqÃVÄT½<ÕE½¹À®Í{·¹¿I½�À+·XÅ�³]·&¸»¼Ù½7²�³�¶"³]·7½7Á�·7Ý�Ã�½7¸�À+¼Ê¿7³]·¹¸�³<¿�½7²Y³�½¹³]·¹º

r2
ÆV¸»ÇV³<¿�ÃÌ¿7²Y¸�Ðø½�³ÉÑ¾Á�Ã�Â~½¹À

δE(1) =
1

16
~ω (a/aho)

2
,

ñ òYÓ z¾ðVó
Ö�²�¸»Â�³´½¹²Y³%½7³<·7º

R · r ÆV¸»ÇV³<¿�Û<³]·¹Àt½7ÀÌÍ�·X¿I½�À+·XÅ�³]·ÉÕ{Ã+¼�ÅØÃÌÄFÀVºt¶YÂ»³]µs¿7²Y¸»Ðø½�¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼{Ã�Â½¹À
(1 + i/2)~ω (a/aho)

2 ½7Àw¿7³<Ä]À+¼�ÅÊÀ+·XÅ�³]·ÉÓ
���*gL� ì �àX � L�U�M9isO"U�M(b\[eU/tuU/M
��¼â½7²Y³wÁ�¼Y¸�½XÃ�·¹¸�½�×�Â�¸»ºt¸»½

1/a = 0
Õ£½7²Y³w¶�·7³É¿I³<¼�ÄF³wÀ+Ð�Ã ½®Â�³<ÃV¿�½®ÀV¼Y³Ì·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³wÄ<Ã�¼8Ý{³ÅY³]ºtÀ+¼�¿I½7·XÃ ½¹³<Å8ÝE×8ÃØÇ Ã�·¹¸�Ã�½7¸�À+¼�Ã+Â�Ã�·¹Æ+ÁYºt³<¼V½ÉÓØÔ�¿®ÅY¸�¿¹ÄFÁ�¿¹¿7³<Å8¸�¼ Þ�²�Ã�¶�Ó£îEÕcÃSÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â�ÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸»Û<³<ÅHÝE×\¿¹Ä]Ã�½I½¹³]·¹¸»¼YÆGÂ»³<¼YÆ�½¹²

a
Ä<Ã�¼ Ý{³s·¹³]¶YÂÈÃ+Ä]³<Å\Ý¾×8½¹²Y³S¿7¸»ºt¶YÂ�³



� X ñ�Tgf ê"î���ì��Ãíjêô� ínðZ�s� ñ h?�9ëÚñ íjê¸í�éC�{�9ë=ëN�6ì)½C�F%
�Z�
Ý"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×wÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼

ψ(R, r)
r→0
= C(R)

(

r−1 − a−1
)

+O(1)
Õ�Ö�²�³]·¹³

C
¸�¿�Ã+¼
Ã+·7Ý�¸�Î½¹·¹Ã+·7×tÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼sÀ+Ð�½¹²Y³´ÄF³<¼V½¹³]·�À+Ð�ºÌÃ+¿¹¿�ÄFÀEÀ+·XÅ�¸�¼�Ã ½¹³

R
Óc��²Y³

s
Î-Ö�ÃfÇ+³ÏÔ�¼�¿¹Ã ½¹Û

ψ(R, r) = N exp
(

−R2/λ2
) exp

(

−r2/σ2
)

r
,

ñ ò�Ó zE÷+ó
Ö�¸»½7²

λ
Ã+¼�Å

σ
Ç Ã�·¹¸ÈÃ ½7¸�À+¼{Ã�ÂY¶�Ã+·¹Ã+ºt³F½7³<·¹¿<ÕV¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³É¿c½¹²Y³�Ý"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×ÌÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿c¸�ºt¶{À¾¿I³ÉÅÝE×%Ã�Á�¼Y¸�½XÃ�·¹¸�½�×ÏÂ�¸»ºt¸»½7³ÉÅkÄ]À+¼¾½¹ÃVÄT½�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ ¸(Ó ³VÓfÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸»Û<³<ÅÏÝE×

1/a = 0
Ó��-½¹¿£³]¼�³]·¹Æ+×Ä<Ã�¼®Ý"³�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³ÉÅ%ÐÚ·¹À+º ½7²�³&
�Ã�ºt¸»Â»½7ÀV¼Y¸ÈÃ�¼ ñ ò�Ó z6zVó�Ö�¸»½7²YÀVÁ�½�½7²Y³�¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼%½¹³]·¹ºså*½7²�³½¹³]·¹º

R · r ²�Ã+¿�ÃÒÇ Ã�¼�¸�¿7²Y¸�¼YÆwÄFÀV¼V½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼ÙÖ�²�³]¼SÃfÇ+³<·¹Ã+Æ+³ÉÅÌÀ Ç+³<·�½¹²Y¸È¿�¿I½¹Ã ½¹³+Õ�Ã+¼�ÅÙ½7²Y³³<¼Y³]·¹Æ+×wÃV¿7¿7ÁYºt³<¿&½¹²Y³%ºt¸»¼Y¸�º®Á�ºNÇ Ã�Â�ÁY³
E∞ =

3

2
~ω

√

mB

mA +mB
+

1

2
~ω

√

mB

4µ
.

ñ ò�Ó zd�¾ó
ò�³wºt¸»ÆV²¾½´¸»ºÌÃ�ÆV¸»¼�³ÊÄFÀV¼V½¹¸»¼EÁYÀVÁ�¿7Â»×Ø½¹ÁY¼Y¸�¼YÆ

a
ÐÚ·7ÀVº

0−
Õ£Ö�²�³]·¹³Ì¼YÀØÝ{ÀVÁY¼�ÅH¿I½¹Ã�½7³ÊÄ<Ã�¼³]µE¸È¿I½<Õ�½¹À Ö&Ã+·¹ÅY¿ −∞ Ó��-Ð

E∞ < 3~ω/2
ñ ¸ Ó ³+Ó{¸�Ð

mB/mA < 1.275
ó&ÃtÝ{ÀVÁY¼�ÅØ¿I½¹Ã ½¹³ÏÐÚÀ+·

1/a = 0
¸�¿�ÆVÁ�Ã�·XÃ�¼¾½¹³]³<ÅtÝE×t½¹²Y³�ÐÚÀ+·¹ºÒ³<·&Ô�¼�¿¹Ã ½7ÛVÕYÃ�¼�ÅÙÃ ½�Â»³ÉÃ+¿I½&ÀV¼Y³�·7³É¿IÀV¼�Ã�¼�Ä]³�ÐÚÀV·

aeffºkÁ�¿�½�³]µ�¸�¿I½�¸»¼
½7²�³
a < 0

·¹³]ÆV¸»ÀV¼*Ó
���*gL� ì �*g � ln~$isMVU/{Al

aò?²Y³<¼
a < 0

Ã+¼�Å
mB/mA � 1

Õ�½¹²Y³�¶{À¾¿I¸»½7¸�À+¼tÀ+Ð"½¹²Y³�·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿.Ä]Ã�¼ÒÝ"³�ÐÚÀ+ÁY¼{ÅtÖ�¸�½¹²½¹²Y³ÒÃ+¸�ÅSÀ�Ð�ÃÊºÒ³ÉÃ�¼�Î(Í�³<Â�ÅSÃ+¶Y¶Y·¹Àfµ�¸»ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼*Ó�ò�³tÄ]Ã�¼�Ö�·7¸»½7³tÃ�¼S³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³Ò
�Ã�ºt¸»Â»½7ÀV¼Y¸ÈÃ�¼ÐÚÀV·�½7²Y³%¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³
A
¿7ÁY¶Y¶"ÀV¿7¸»¼�Æk½¹²�Ã ½�½¹²Y³%¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³

B
·7³<ºtÃ+¸»¼{¿�¸»¼
½7²�³�ÆV·7ÀVÁY¼�Å
¿�½XÃ ½¹³�À+Ð½¹²Y³tÖ�³<Â»Â�ÐÚÀV·Ï½7²Y³wÅ�Á�·¹Ã�½7¸�À+¼�À+Ð�½¹²Y³w¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹¸�¼YÆÙ³<Ç+³<¼V½ÉÕ�½7²�³]·¹³]ÝE×SÄF·¹³<Ã�½7¸�¼YÆ
Ã+¼G³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³ôÏÃ+Á�¿7¿7¸ÈÃ�¼ÙÃ�½I½¹·¹ÃVÄT½7¸�Ç+³ÏÖ&³]Â�Â å

Heff =
~

2k2

2mA
− 2π~

2|a|
mB

exp(−r2A/a2
ho)

(
√
πaho)

3 .
ñ ò�Ó zdy¾ó

Ô�¿�Ã�·¹Æ+ÁY³ÉÅÙÃ+Ý{À ÇV³+ÕE½¹²Y³´ÄX²�Ã�·XÃ+ÄF½7³<·7¸È¿�½¹¸�Ä�·XÃ�¼YÆV³�À+Ð�½¹²Y³´¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â*¸È¿�À+Ð£ÀV·¹Å�³<·
a ��� Ó���²Y¸�¿
�Ã�ºt¸»Â»½7ÀV¼Y¸ÈÃ�¼ÌÄ]Ã+¼kÝ"³�³<ÃV¿I¸�Â�×®¿IÀVÂ»ÇV³<Å�ÕVÃ�¼�Åk¶Y·¹³<Å�¸ÈÄT½X¿cÃ%Å�¸�Ç+³]·¹Æ+³<¼�ÄF³&À�Ð

aeff
Ö�²Y³<¼Y³]ÇV³]·�½7²�³Ä]À+º®Ý�¸»¼�Ã�½7¸�À+¼

(|a|/aho)(mA/mB)
³<Ñ¾Á�Ã+Â�¿�½7²Y³tÄF·¹¸»½7¸ÈÄ]Ã�Â£Ç Ã�Â�ÁY³kÐÚÀ+·�½7²Y³tÃ�¶Y¶"³<Ã+·¹Ã+¼�ÄF³®À�ÐÃt¼Y³<Ö Ý"À+Á�¼�ÅØ¿�½XÃ ½¹³ ñ ¿7³]³´ö£¸»Æ{Ó{ò�Ó W z�Õ"ÅYÃ+¿7²Y³ÉÅÙÂ�¸�¼Y³<¿�¸�¼sÂ»À Ö&³]·�ÆV·¹Ã+¶Y²{óFÓÅòG³%³]µ�¶{³ÉÄT½�½¹²Y¸�¿Ã+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼s½7À
Ö�ÀV·7Ë
Ö�²Y³]¼

krel|a| � 1
Õ"Ö�²�³]·¹³

krel ∼ kB − kAmB/mA
Ó´	 ¸�¿¸�¼Ê½¹²Y³ÏÆ+·¹À+ÁY¼{Åw¿�½XÃ ½¹³�À+Ð�½7²�³�²{Ã�·¹ºÒÀV¼Y¸ÈÄ�½7·XÃ�¶�ÕEÃ+¼�Å
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ÐÚÀ+·�Ã�½7·XÃ�¶Y¶"³<ÅÏÆ¾Ã+¿�Ã+¿�Ã�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼´À+ÐYÝ{À+½7²%½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³�Ã+¼�Å%¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼�¿<ÕÃ+¼�Å
¿I²YÀ Ö&³<ÅÌ½7²�Ã�½�Ä]Â�ÃV¿7¿7¸ÈÄ]Ã�Â"²E×�Å�·7À�Å�×E¼�Ã+ºt¸�Ä<¿�¿7²YÀ+Á�Â�ÅÊ¼YÀ�½�Ý"³ÏÃ+¶Y¶YÂ�¸»³ÉÅÌ½¹ÀÒÅ�³É¿7Ä]·7¸�Ý"³�½¹²Y³½¹·¹Ã+¼�¿7Ç+³]·X¿7³wÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼�¿kºÒ³ÉÃ+¿7ÁY·¹³<ÅH¸�¼â½¹²Y³s³Fµ�¶{³<·7¸�ºt³]¼¾½¹¿k¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºÒ³ÉÅâÝE×8½7²�³ÙÆV·7ÀVÁY¶�¿Ã�½Òù�ÁYË+³sÃ�¼{Å8��¼Y¼�¿7ÝY·7Á{ÄXË8��¼Y¸�Ç+³]·X¿7¸�½¹¸»³É¿Ò² ö�¸�Æ�Ó�z�Ó ï ´ Ó�	&×8ÃSÇ Ã�·¹¸ÈÃ ½7¸�À+¼{Ã�Â�¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼HÀ�Ð�Ã	&ÀVÂ�½¹Û]ºÌÃ�¼Y¼s³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼ØÄ]À+¼¾½¹Ã+¸»¼Y¸�¼YÆt¸�¼V½¹³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼
³FÜ~³<ÄT½X¿�¸�¼ØÝ{À+½7²
½7²�³®¿�½¹·7³ÉÃ�ºt¸�¼YÆÒ½7³]·¹ºÌ¿Ã+¼�Å�½7²Y³ÌÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼G¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â(Õ�Ö�³Ò³FµE½¹·¹ÃVÄT½7³ÉÅS½¹²Y³ÒÐÚ·7³ÉÑ¾ÁY³]¼�Ä]×SÃ�¼�Å�½7²�³tÅ�Ã�ºt¶Y¸�¼YÆsÀ�Ðc½¹²Y³Ã�µ�¸�Ã+ÂYÃ�¼�Åk·¹ÃVÅ�¸ÈÃ�ÂYÄFÀVÂ»Â�³<ÄF½7¸�Ç+³�ºtÀ�Å�³<¿�À+Ð{¸�¼V½¹³]·¹³<¿I½c¸»¼tÄFÁ�·7·¹³]¼¾½.³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿.Ã+¿.Ã�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼À+Ð�½¹³]ºt¶"³]·XÃ ½7Á�·7³%Ã�¼{ÅÊ¸�¼¾½7³]·XÃ+ÄF½7¸�À+¼
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¶Y·¹³<¿7³]¼{ÄF³´À+Ð�ÑVÁ{Ã�¼¾½7ÁYº¬Â�ÀEÄ<Ã�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼*Ó���²Y¸È¿�¿¹ÄX²Y³<ºÒ³kÄFÀ+ºt¶YÂ�³F½¹³]Â�×s·7ÁYÂ�³<¿�À+Á�½�½7²Y³k¶{À¾¿7¿7¸»ÎÝY¸�Â�¸�½�×ÙÀ�Ð.ÄFÂÈÃ+¿¹¿I¸ÈÄ]Ã+Â~½7·XÃ�¶Y¶Y¸�¼YÆ{Õ�Ã�¼�Å
ºÌÃf×wÝ"³´·¹³<Ã�Â�¸�Û]³<ÅÙ³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³<¼V½XÃ�Â�Â»×Ù¸»¼ØÃtºt¸»µ¾½¹ÁY·¹³%À�Ð
87 ��ÝsÃ�¼{ÅÙ¿7¶Y¸�¼�Î(¶"À+ÂÈÃ�·¹¸�Û]³<Å 6 ��¸�Ö�¸�½¹²
ÃÒ¿�½¹·7ÀV¼YÆÒÀ+¶�½¹¸�Ä<Ã�Â~Â�Ã�½I½¹¸�Ä]³�½¹ÁY¼Y³ÉÅ�±�Á{¿�½�½7ÀÒ½¹²Y³ÏÝYÂ»Á�³À+Ð"½¹²Y³�¿I½7·¹À+¼�Æ+³<¿I½c·¹ÁYÝY¸ÈÅ�¸»Á�º;½¹·¹Ã+¼�¿7¸�½¹¸»ÀV¼*Ó�ò�³�²�ÃfÇV³�¿I²�À Ö�¼t½7²�Ã�½�½7²�³�¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼ÌÀ�Ð~½7²�³ºÌÃ ½7½7³<·&Ö�ÃfÇ+³�Ö�¸�½¹²
Ãk½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅÊ¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7³<·&Ä<Ã�¼
Ý{³%¿7Á�Ä]Ä]³<¿¹¿�ÐÚÁ�Â»Â�×ÌºtÀEÅY³]Â�³<ÅwÝE×ÊÃÒÄFÀV¼¾½¹Ã+ÄF½¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Ó���²Y·¹À+Á�Æ+²Ø½¹²Y³®³]µ�ÃVÄT½Ï¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ØÀ�Ð�ÀVÁY·�ºtÀ�Å�³<Â£
�Ã�ºt¸»Â»½7ÀV¼Y¸ÈÃ�¼ ñ Å�³<¿¹ÄF·¹¸»Ý�¸»¼YÆ
Ã¼YÀV¼�Î-¸»¼¾½7³<·¹ÃVÄT½¹¸»¼YÆÊºtÃ�½I½¹³]·�Ö&ÃfÇV³´¸»¼�½7²Y³Ò¶Y·¹³<¿7³]¼�Ä]³®À+Ð�Ãw·XÃ�¼�ÅYÀ+ºtÂ»×¾Î�Å�¸È¿�½¹·7¸�ÝYÁ�½¹³<ÅØ³<¼�¿I³<ºÒÎÝYÂ�³�À+Ð�¶{ÀV¸»¼¾½IÎ-Â�¸»ËV³�¿7Ä<Ã ½7½7³]·¹³]·X¿.À+Ð�¿�½¹·7³<¼YÆ�½¹²

g çon óTÕEÖ&³�²�ÃfÇV³�Ý{³<³]¼ÊÃ+ÝYÂ�³�½7À®¿7²YÀ ÖáÝE×ÒÅY¸»·¹³<ÄF½¸�ºÌÃ�Æ+¸�¼YÆÏ½¹²�Ã ½�Ã�½�¿7Ás�wÄF¸�³]¼¾½7Â�×kÂ�À Ö�Î-³]¼Y³<·7ÆV¸»³É¿.Ã�¼�Åt¿I½7·¹À+¼YÆ+Î-Ä]À+ÁY¶YÂ�¸�¼YÆV¿�ÀVÁY·cºtÀ�Å�³]Â"
�Ã�ºt¸�Â�Î½¹À+¼Y¸ÈÃ�¼w¿7ÁY¶Y¶"À+·7½¹¿�Ã%Â�Ã+·7ÆV³�¼EÁYº®Ý"³]·&À�Ð�³Fµ�¶"À+¼Y³<¼¾½7¸ÈÃ�Â�Â»×tÅ�³<Ä<Ãf×E¸»¼YÆ%³<¸»ÆV³]¼�¿I½¹Ã�½7³É¿]ÕV¸ Ó ³+Ó¾Â»À�Ä<Ã�Â»Î¸�Û]³ÉÅ�¿I½¹Ã�½7³É¿Ò² ö�¸�ÆV¿<Ó�òYÓ ò
Ã�¼{Åâò�Ó ð ´ Ós��ÀSÄFÀ+¼{ÄFÂ�Á�Å�³+Õ£Ö&³w¿IÀVÂ»ÇV³<Å�½7²Y³Ì½�Ö&À�Î-Ý"ÀEÅY×�¶Y·¹À+ÝYÂ�³]ºÀ+Ð£ÃkºtÃ�½I½¹³]·�Ö�ÃfÇ+³�Ä]À+Â�Â»¸ÈÅ�¸�¼YÆtÖ�¸�½¹²
Ãk½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅÊ¿¹Ä]Ã�½I½7³<·7³<·�Ã�¼�Å
Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂ�Ã�½7³ÉÅÌ½7²�³�³]Ü"³ÉÄT½¹¸»ÇV³Ä]À+ÁY¶YÂ�¸�¼YÆ®ÄFÀV¼�¿I½¹Ã�¼¾½
g çon ² ö£¸�ÆV¿<Ó¾ò�Ó W í Î�òYÓ W î ´ Ó.��²Y³�½¹·¹Ã+¶Y¶Y¸�¼YÆ®¿I½7·¹À+¼YÆVÂ»×kºtÀEÅY¸�Í�³É¿.½¹²Y³�ÐÚ·¹³]³]Î¿7¶�Ã+Ä]³�¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆ%¶Y·¹À+¶"³]·7½7¸�³<¿<ÕVÃ+¼�ÅtÖ�³�²�ÃfÇ+³�ÐÚÀVÁY¼�ÅtÐÚÀV·

g çon Ã+¼Ì¸»¼¾½¹³]·¹³<¿I½7¸�¼YÆ´¸�¼�Í�¼Y¸»½7³�¿I³]½À+Ð�Ä]À+¼�Í{¼Y³]ºt³]¼¾½7Î(¸�¼�Å�Á�Ä]³<Å�·¹³<¿7À+¼�Ã+¼�ÄF³É¿]Õ�½¹²�Ã ½kºtÃf×GÝ{³Ê³Fµ�¶YÂ�À+¸»½7³<Å8¸�¼8½7²�³w³Fµ�¶"³]·¹¸»ºt³]¼¾½X¿½¹ÀÒÀVÝ�½¹Ã+¸»¼
½¹²Y³ÏÂ�Ã+·7ÆV³ÏÄ]À+ÁY¶�Â»¸�¼YÆÌ¿�½¹·7³<¼YÆ�½¹²Ù¼�³<ÄF³É¿7¿¹Ã�·¹×ÒÐÚÀ+·�Ô�¼�Å�³]·X¿7À+¼
Â»À�Ä]Ã+Â»¸�Û<Ã�½7¸�À+¼*Ó
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�-½.¸È¿£¸»¼�¿I½7·¹Á�ÄF½7¸�Ç+³c½¹À�³]µYÃ�ºt¸»¼�³�Ã�À+¼Y³]Î-Å�¸�ºt³]¼�¿7¸�À+¼�Ã+Â+ºtÀ�Å�³]ÂEÖ�²Y¸ÈÄX²kÄ<Ã�¼®Ý"³�¿IÀVÂ»ÇV³<Å´Ã+¼�Ã�Â�×¾½IÎ¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×w¸�¼Ê½¹³]·¹ºÌ¿�À+Ð£ä¾Ã+Ä]À+ÝY¸"³]Â�Â»¸�¶�½¹¸�Ä�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼�¿<Ó¶ò�³ÏÄ]À+¼�¿7¸ÈÅ�³]·�ÃÒ¿7Ñ¾Á�Ã+·7³�Ö�³<Â»Â�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(Õ
V (x) =







+∞ x < 0

−~
2k2

0

2m 0 ≤ x ≤ L
0 x > L,

ñ Ô®Ó W ó
Ã+¼�Åt¸�¼¾ÇV³<¿I½7¸�ÆVÃ�½7³&¸�½X¿ ñ ·¹³<Ã+ÂÈó�¿I½¹Ã�½7¸�À+¼�Ã+·7×´¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼*Õ�½¹²�Ã ½�·¹³]¶�·7³É¿I³<¼V½.³<¸�½¹²Y³]·�Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÁYº;À+·Ý"À+Á�¼�Ås¿�½XÃ ½7³É¿]Ó
þ YZX � �<���Eb��A�U��� ���<���w�Eb��<���
ò�³ÏÂ»ÀEÀVËkÍ{·¹¿I½�ÐÚÀV·�Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÁYº±¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿�Ö�²YÀ¾¿I³�Å�³]¼�¿7¸»½�×Ì¶{³<·&Á�¼Y¸�½�Â�³]¼YÆ+½7²ÙÃ+¶Y¶Y·¹ÀVÃVÄX²Y³<¿½¹²Y³´ÄFÀV¼�¿I½¹Ã�¼¾½�Ç Ã�Â�ÁY³

n0 = µ/U0
ÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³�½¹²Y³%Ö&³]Â�Â å

[

−~
2∇2

2m
+ V + U0ψ

2

]

ψ = µψ.
ñ Ô®Ó îVó

ò�³´Ö�·¹¸�½¹³Ï½7²Y³<¸»·�ÄX²Y³]ºt¸ÈÄ]Ã�Â�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â(ÕYÖ�²Y¸ÈÄX²s¸�¿�¶{À¾¿I¸»½7¸�Ç+³VÕ�¸»¼s½¹³]·¹ºt¿�À+Ð�ÃtÖ�ÃfÇ+³<¼EÁYº®Ý"³]·
k
ÃVÄ]ÄFÀV·¹ÅY¸»¼YÆk½7À

µ =
~

2k2

2m
,

ñ Ô®Ó ï¾ó
Ã+¼�Ås¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·¹Â�×t½7²Y³ W ù3¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»ÀV¼Ê½¹³]·¹ºNÃ+¿

U0 = ~
2u/2m

Ó��ÁY½¹¿7¸�Å�³�½¹²Y³%Ö�³<Â»Â ñ
x > L

ó�½7²Y³´ô�ã?³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼
·¹³<Ã+Å�¿
−ψ′′ + uψ3 = k2ψ.

ñ Ô®Ó zEó
àSÁYÂ�½¹¸»¶�Â»×E¸�¼YÆÌÝE×

ψ′ Ã�¼�ÅÙ¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ ½¹¸»¼�ÆkÖ&³�Í�¼�Å
ψ′ = ±

√

t− k2ψ2 +
uψ4

2

ñ Ô®Ó òVó
Ö�²�³]·¹³�½7²Y³�¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ ½¹¸»ÀV¼wÄFÀV¼�¿�½XÃ�¼¾½

t = k2n0 −un2
0/2

¸È¿&ÄX²YÀV¿7³]¼Ò½7ÀÒ¿7Ã�½7¸È¿�ÐÚ×k½7²�³�Ý"À+ÁY¼�Å�ÎÃ+·7×tÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼�¿
ψ2(∞) = n0

Ã+¼�Å
ψ′(∞) = 0

Ó.��ÁY½¹¿7¸�Å�³�½7²Y³�Ö�³<Â»Â{Ö�³�²�ÃfÇV³
z´¶"ÀV¿¹¿I¸�ÝYÂ�³
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ψout =

{

±√
n0 tanh

[

k(x− x0)/
√

2
]

±√
n0 coth

[

k(x− x0)/
√

2
]

ñ Ô®Ó ð¾ó
½¹²Y³%À�Ü�¿I³]½

x0
Ý"³]¸�¼YÆÌÃkÐÚ·7³<³%¶�Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·ÉÓ��¼�¿7¸�ÅY³Ï½7²Y³%Ö&³]Â�Â*Ãt¿I¸�ºt¸»ÂÈÃ�·�½¹·7³ÉÃ ½7ºt³<¼V½�ÆV¸»ÇV³<¿

ψ′ = ±
√

q − κ2ψ2 +
uψ4

2Ö�²Y³<·7³
κ2 = k2

0 + k2 Ã�¼{Å q = k4/2u + k2
0ψ(L)2

¸È¿ÒÍYµ�³<Å5ÝE×8½7²Y³SÄ]À+¼�ÅY¸�½¹¸»ÀV¼�¿ÒÀ�ÐÄ]À+¼¾½7¸�¼EÁY¸�½�×áÀ+Ð´½7²Y³8Ö�ÃfÇ+³ØÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼�Ã+¼�Åç¸»½¹¿sÅ�³<·7¸�Ç Ã ½7¸�Ç+³�Ã ½
½7²Y³�Ý"À+ÁY¼�Å�Ã�·¹×
x = L

Ó��¼�¿7¸ÈÅ�³�½¹²Y³�Ö&³]Â�Â{½7²Y³Ï¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼w¸È¿c½¹²Y³]¼ÙÖ�·7¸»½I½¹³]¼Ù¸»¼Ì½¹³]·¹ºÌ¿�À+Ð�Ã®ä¾Ã+Ä]À+ÝY¸{³]Â�Â»¸�¶�½7¸ÈÄ�ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼
² �Vò ´ å

ψin = r · ¿7¼ (γx|m),
ñ Ô´Ó ÷�ó

Ö�²Y³<·7³
r2± =

κ2 ±
√

κ4 − 2uq

u
, m± =

ur4±
2q

,
Ã�¼{Å

γ =

√

q

r2±
.

ñ Ô®Ó �¾ó
�E¸�¼�Ä]³

m+ ·m− = 1
ÕE½¹²Y³%¸�ÅY³]¼¾½7¸»½�×

¿7¼
(x, m) =

1√
m

¿I¼
(
√
m · x, 1

m
)

ñ Ô®Ó y¾ó
Ä<Ã�¼%Ý"³cÁ�¿7³<ÅÏ½¹À�Å�³]ºtÀV¼�¿�½¹·¹Ã�½7³�½¹²Y³�³ÉÑVÁ�¸»Ç Ã�Â�³]¼{ÄF³.À�Ð�½¹²Y³.½�Ö&À�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿ ñ Æ+³<¼Y³]·XÃ ½¹³<ÅÏÝE×

r+Ã+¼�Å
r−
óTå�Ö�³�Ö�¸»Â�Â"Â»¸�ºt¸�½&À+ÁY·X¿I³<Â�Ð~½¹ÀkÄFÀV¼�¿7¸�Å�³<·c½¹²Y³ ñ Î�ó�À+¼Y³VÕ+ÐÚÀV·�Ö�²Y¸ÈÄX²

0 ≤ m < 1
Ó���²Y³

m
¶�Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·�Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÀ+Á�¿7Â�×ÊÅ�³FÐÚÀV·7ºÌ¿�½¹²Y³kä¾Ã+Ä]À+ÝY¸*¿7¼sÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼sÐÚ·¹À+º ÃÌ¿I¸�¼Y³ ñ

m = 0
ó½¹ÀÏÃ�²E×E¶{³<·7Ý"À+Â�¸�Ä�½¹Ã+¼YÆ+³<¼¾½ ñ

m→ 1−
óTÓ���²Y³�¶{³<·7¸�À�Å®À+ÐY½7²�³�¿I¼

(γx|m)
ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼k¸È¿�Æ+¸�Ç+³<¼ÝE×

4K[m]/γ
Õ�Ö�²Y³]·¹³

K[m]
¸È¿�½¹²Y³´ÄFÀVºt¶YÂ»³]½7³´³<Â»Â�¸�¶�½7¸ÈÄÏ¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ�Â�À+Ð�½7²Y³ÏÍ�·X¿I½�Ë¾¸�¼�Å ² �¾ò ´ å

K[m]
¸È¿�Ã�ÂÈ¿7ÀtÄ<Ã�Â�Â»³ÉÅØÑ¾Á�Ã�·7½7³<·�¶{³<·7¸�À�ÅØÃ�¼�ÅsÃ+¿¹¿7ÁYºt³<¿�½¹²Y³´Â�¸»ºt¸»½7¸�¼YÆwÇ Ã�Â�ÁY³<¿

K[0] = π/2Ã+¼�Å
K[m → 1−] = ∞ Ó%ö�À+·ÏÃÊÆV¸»ÇV³]¼SÇ Ã�Â�ÁY³kÀ�Ð

n0
Õ~½7²Y³t¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿�Ä]Ã+¼SÝ"³®ÐÚÀVÁY¼�ÅGÝ¾×¿7À+Â�ÇE¸»¼YÆ®½7²Y³Ï³ÉÑVÁ{Ã ½7¸�À+¼

ψ ö H (L) = ψ �8k�7 (L)
ÐÚÀ+·&½¹²Y³�ÐÚ·¹³]³Ï¶�Ã+·¹Ã+ºt³F½7³<·

x0
ÕY¿7ÁYÝs±�³ÉÄT½�½7Àk½7²�³Ä]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼

ψ2(L) =

{

n0 coth2
[

k(L− x0)/
√

2
]

n0 tanh2
[

k(L− x0)/
√

2
]

}

≤ ψ2
TF ≡ n0(1 +

k2
0

2un0
),

ñ Ô´Ó W í¾ó
Ö�²Y¸ÈÄX²s³]¼�¿7ÁY·¹³<¿�½¹²�Ã ½�½7²Y³®Ä]ÀE³��wÄF¸�³]¼¾½¹¿

r, γ
Ã�¼{Å

m
Ö�¸»Â�Â�Ý"³´·¹³<Ã�Â ñ ½7²�³®ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼s¸�¿�Ã�Á�Î½¹À+ºÌÃ ½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×Ê¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³ÉÅwÐÚÀV·�½7²Y³

tanh
¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�¿XóTÓ�E¸�¼�ÄF³�½7²�³�ô�ã\³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼w¸�¿&Ã´¼�À+¼YÂ�¸»¼�³<Ã�·&Å�¸»Ü"³<·7³<¼V½¹¸�Ã+Â{³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼*ÕVÖ&³�³]µ�¶{³ÉÄT½&½7À´Í{¼�ÅºÌÃ�¼E×ØÅ�¸»Ü"³<·7³<¼¾½%¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼�¿�ÐÚÀV·�½7²Y³t¿7Ã+ºt³kÝ"À+ÁY¼{ÅYÃ�·¹×ØÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿ ñ ¸(Ó ³VÓ~½7²Y³Ì¿¹Ã�ºt³®ÝYÁ�Â»ËÅ�³<¼�¿7¸�½�×

n0
óFÓ���²�³�³Fµ�¸È¿�½¹³]¼�Ä]³�Ã�¼{ÅÒ½7²Y³�¼¾Á�º®Ý"³]·�À+Ð�¼YÀ�Å�³<¿�À�Ð�½7²�³�Ç Ã�·¹¸»ÀVÁ�¿c¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼{¿cÃ�·¹³Ä]À+¼Y¼Y³ÉÄT½¹³<ÅÒ½7À´½7²Y³�Ç Ã+Â»ÁY³�À�Ð~½7²Y³�¶�Ã�·XÃ�ºt³]½7³]·

ρ ≡ Lγ/K[m]
Õ+Ö�²YÀV¿7³�¸�¼V½¹³]ÆV³]·c¶�Ã+·I½cÆV¸»ÇV³<¿½¹²Y³�½¹À�½¹Ã+ÂY¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð�Ñ¾Á�Ã+·I½¹³]·c¶"³]·¹¸»À�ÅY¿�À�Ð

ψ ö H ÕV½¹²Y³�Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼Ê¸»¼�¿7¸ÈÅ�³�½7²�³�Ö&³]Â�Â Ó£��¼ÆV³]¼Y³<·¹Ã+Â Õ¾ÐÚÀ+·�ÃÒ¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼
Ö�¸�½¹²
z
¼YÀ�Å�³<¿<Õ

ρ
¸�¿�Ä]À+¼�¿I½7·XÃ�¸�¼Y³<ÅÊÝE×Ì½7²Y³´Ä]À+¼�ÅY¸�½¹¸»ÀV¼

2z − 1 <
ρ < 2z+2

² ¿I³<³�ö£¸�Æ�Ó ñ Ô´Ó W ó ´ Ó�öYÀ+·
2z−1 ≤ ρ < 2z+1

Õf½¹²Y³�¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼´²�ÃV¿�Ã
tanh

¿I²�Ã+¶{³ÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³�½7²Y³�Ö�³<Â»Â(Õ¾Ã+¼�Å
x0
Å�³<Ä]·7³ÉÃ+¿7³<¿.ÃV¿

ρ
Ã+¶Y¶Y·¹ÀVÃ+ÄX²�³<¿

2z+1
Ó�ò?²Y³<¼

ρ = 2z+1
ÕV½7²�³¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼Ù²�Ã+¿�Ç Ã�¼Y¸È¿7²Y¸»¼�ÆÒÅ�³<·7¸�Ç Ã ½¹¸»ÇV³�Ã�½�½¹²Y³ÏÝ{ÀVÁY¼�ÅYÃ+·7×ÌÃ�¼{ÅÊÄFÀV¼Y¼Y³ÉÄT½¹¿�½¹À®½¹²Y³%ÄFÀ+¼{¿�½XÃ�¼¾½

ψ ��k�7 = ±√
n0
À+ÁY½¹¿7¸�Å�³�±~Ö�²Y³]¼

2z + 1 < ρ < 2z + 2
Õ"½7²Y³Ò¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�Ã+¿¹¿7ÁYºt³<¿�Ã

coth¿7²�Ã�¶"³�ÀVÁ�½¹¿7¸ÈÅ�³�½¹²Y³�Ö�³<Â»Â(Ó.Ô�¿�Ä]Ã+¼wÝ{³%¿7³]³<¼w¸»¼
ö£¸»Æ{Ó ñ Ô´Ó�î+óFÕ
∂ρ/∂n0

¸È¿�Ã�Â�Ö&Ãf×�¿�¶{À¾¿I¸»½7¸�Ç+³Vå½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³�Ã®¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ÌÖ�¸�½¹²
z
¼YÀ�Å�³<¿�³Fµ�¸�¿I½¹¿�À+¼�Â»×kÐÚÀ+·&Å�³]¼�¿7¸»½7¸�³<¿

n0 > n
(z)ú.² ö 7 ÕEÖ�²Y³]·¹³ n(z)ú.² ö 7¸È¿Ï½7²�³Ê¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼8À�Ð&½7²Y³Ì³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼

ρ(n
(z)ú.² ö 7 ) = 2z − 1

Ó
ö�¸�Æ�Ó ñ Ô®Ó î�Ý{ó%¿7²YÀ Ö�¿�½7²{Ã ½´½¹²Y¸�¿
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³�Ô®Ó W å.Ô�ºt¶YÂ�¸�½¹Á�Å�³ÏÀ�Ð*Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼�¿&Ö�¸�½¹²
z = 4

¼YÀ�Å�³É¿ ñ µ¾Î�Ã µ�¸È¿c¸È¿&¸»¼ÙÁY¼Y¸»½¹¿&À�Ð½¹²Y³�Ö&³]Â�ÂYÖ�¸ÈÅE½7²"óTÓc��²Y³�îÏ¸�ºÌÃ�ÆV³<¿.ÀV¼k½¹²Y³�Â�³FÐø½ ñ ÃYÕ Ý{ó.¿7²YÀ Ö
tanh

¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼�¿ ñ
7 < ρ < 9)

Õ½¹²Y³wÀV¼Y³wÀ+¼�½¹²Y³w·¹¸»ÆV²V½ ñ Ä<ó%Ä]À+¼¾½¹Ã+¸»¼{¿´Ã
coth

¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ ñ
9 < ρ < 10

óTÓÙ��²�³w¶YÂ�À�½¹¿®¸»¼ö£¸�ÆV¿<Ó ñ Ô®Ó W Î-Ô®Ó ï+ó�Ã+·7³ÏÀVÝ�½¹Ã+¸»¼Y³ÉÅwÐÚÀV·
k0 · L = 8

Ã�¼{Å
u ∼ 2500

Ó

0 0.5 1 1.5 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

∗
a

∗b

10

9

8

7

6

∗
c10
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ö£¸�Æ+ÁY·¹³�Ô®Ó îYåâÞ�ÀV¼¾½7À+Á�·w¶YÂ�À�½¹¿ÙÀ�Ð
ρ
Ã+¿ÙÃ8ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼çÀ+Ð

x0/L
ñ µEÎ�Ã µ�¸�¿XótÃ�¼{Å

n0L
ñ ×¾ÎÃ�µ�¸�¿Xó�¸�¼Ø½7²Y³ÒÄ]ÃV¿I³%À+Ð

tanh
Î(Â�¸»ËV³ ñ Â�³FÐø½Tó�Ã+¼�Å

coth
Î-Â»¸�Ë+³ ñ ·7¸�Æ+²¾½Tó�¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�¿<Ó���²Y³®¸È¿IÀVÂ»¸�¼Y³É¿¿7²YÀ Ö

ρ = 10, 9, 8, ...
ñ ÐÚ·¹À+º ½¹À+¶â½¹ÀGÝ"À�½7½7ÀVºÌóFÓ5��²Y³sÅYÃV¿I²Y³ÉÅ\Ã+·7·¹À Ö�¿%³]ÇE¸ÈÅ�³]¼{ÄF³Ù½7²Y³¶{Ã ½7²áÐÚÀVÂ»Â�À Ö&³<Å ÝE×â½7²�³�¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�¿ÌÖ�¸»½7²rz\¼YÀ�Å�³<¿<Õ�Ã�¼�Å5½7²�³G¿I½¹Ã�·X¿tºÌÃ�·¹Ëâ½¹²Y³S¶"À+¸�¼V½X¿Ä]À+·¹·7³É¿I¶"À+¼{Å�¸»¼�ÆÙ½¹Às½7²Y³Ù¿�½XÃ ½7³É¿´¿7²YÀ Ö�¼G¸�¼âö£¸»Æ¾¿]Ó ñ Ô®Ó W ÃYÕ Ý*Õ ÄÉóTÓ
öYÀ+·´½7²Y³É¿I³w¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·X¿]Õ

n
(4)ú.² ö 7 L ≈ 0.05

Ó£��²Y³�ÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼Ì¿�½XÃ ½¹³<ÅÒ¸»¼Ì��Ñ{Ó ñ Ô´Ó W í+ó�¸È¿.ÇE¸�À+ÂÈÃ ½7³ÉÅÒ¸»¼Ò½7²�³�·7³<Æ+¸�À+¼kÍ�Â�Â»¸�¼YÆ½¹²Y³%Â�À Ö�³<·IÎ-·7¸�Æ+²¾½�ÄFÀ+·¹¼Y³<·&À+Ð�½¹²Y³%·¹¸»ÆV²V½�ÆV·¹Ã+¶Y²*Ó
¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ÒÄ<Ã�¼®Ý"³�ÐÚÀ+Â�Â�À Ö�³ÉÅ´ÁY¶k½7ÀÏÁY¼YÂ�¸�ºÒ¸»½7³ÉÅÒÝYÁYÂ�Ë®Å�³]¼{¿I¸»½7¸�³<¿<å

ρ
¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I³É¿�Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÀ+Á�¿7Â�×ÐÚ·¹À+ºüíYÕVÀ+¼Ò½7²�³�·7¸�Æ+²¾½�¿7¸�ÅY³�À�Ð"½7²Y³�¶YÂ»À+½<ÕV½7À´ÃÏÍ{¼Y¸�½¹³�Ã�¼{Åk¶"ÀV¿7¸»½7¸�Ç+³�ÃV¿I×Eºt¶�½7À+½7¸ÈÄ�Ç Ã�Â�ÁY³�À+¼½¹²Y³tÂ»³]Ðø½Ï¿7¸ÈÅ�³kÀ+Ðc½7²�³k¶YÂ�À�½F±*¸»½¹¿�¸»¼¾½¹³]Æ+³<·�¶{Ã�·7½�º®Á{¿�½%Ã+¿¹¿IÁ�ºÒ³ÒÃ�Â�Â�ÇfÃ+Â»Á�³<¿�Ý{³]½�Ö�³<³]¼S½¹²Y³<¿7³½�Ö&ÀtÂ»¸�ºt¸�½X¿�Ã�¼{ÅÊ½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³�¼YÀw¿I½¹Ã�½7³%Ä]Ã+¼
Å�¸È¿¹Ã�¶Y¶"³<Ã+·<Ó��¼sö£¸»Æ{Ó ñ Ô´Ó ïVó�Ö&³Ï¶YÂ»À+½�½¹²Y³Ï³FµYÄF³É¿7¿&¼EÁYºkÝ{³<·&À+Ð£Ã�½7À+ºÌ¿�½7·XÃ�¶�¶{³ÉÅwÝE×Ì½7²�³ W ù ¿7Ñ¾Á�Ã+·7³Ö&³]Â�Â�ÃV¿�Ã®ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼
À+Ð�½¹²Y³%ÝYÁYÂ�ËÙÅ�³<¼�¿7¸�½�×VÓ

þ YGÏ ³ �C����� ��
bD<

���
ò�³�Â�À¾ÀVË%¼YÀ ÖHÐÚÀV·£Ý"À+Á�¼�Åk¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼�¿]Õ�ÄX²{Ã�·XÃ+ÄT½¹³]·¹¸»Û<³<Å%ÝE×´Ã�¼Y³]Æ¾Ã ½¹¸»ÇV³&ÄX²Y³<ºt¸�Ä<Ã�ÂE¶{À+½7³<¼V½¹¸�Ã+Â

µ = −~
2k2

2m
.

ñ Ô®Ó WdW ó
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0
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N

ö£¸�Æ+ÁY·¹³®Ô´Ó ïYå��cµ�Ä]³<¿¹¿�¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð.Ã�½7ÀVºt¿�Ã+¿�ÃtÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼GÀ�Ð.½7²�³®ÝYÁYÂ�ËØÅ�³]¼{¿I¸»½�×+ÓÏ�E²YÀ Ö�¼¸�¼w½¹²Y³Ï¶Y¸�ÄF½7ÁY·¹³ÏÃ�·¹³�½7²�³�·¹³<¿7ÁYÂ»½¹¿&Æ+¸�Ç+³<¼wÝE×w¿�½XÃ ½7³É¿&Ö�¸�½¹²ÙÃk¼¾Á�º®Ý"³]·�À�Ð�¼�ÀEÅY³<¿
z
Ý"³F½�Ö&³]³<¼íwÃ+¼�ÅSò ñ ÐÚ·7ÀVºN½¹À+¶Ø½¹ÀwÝ"À�½I½¹À+ºwóTÓ���²Y³®Ä]À+¼¾½7¸�¼EÁYÀ+Á�¿�Â»¸�¼Y³É¿�Ã�·¹³

coth
Î-Â�¸»ËV³´¿�½XÃ ½7³É¿]Õ"Ö�²Y¸�Â»³½¹²Y³´ÅYÃ+¿7²Y³ÉÅÊÂ�¸»¼�³<¿�Ã�·¹³

tanh
Î(Â�¸�Ë+³%¿�½XÃ ½¹³<¿<Ó

ò�³%¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�¸»Û<³�½¹²Y³ ñ ·¹³<Ã+ÂÈó&Ä]À+¼�Å�³<¼�¿¹Ã ½7³ÏÖ�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼
ψ(x)

½7ÀtÁY¼�¸�½�×VÕ
∫ ∞

0

Å
xψ2(x) = 1,

ñ Ô´Ó W î+ó
Ö�²Y¸ÈÄX²Ê¸�ºt¶YÂ�¸»³É¿�½¹²�Ã ½&½7²�³�Ä]À¾³4�wÄF¸�³]¼¾½�À+Ð*½7²Y³�¼YÀV¼YÂ»¸�¼Y³ÉÃ�·�½7³]·¹º±¸�¼w½7²�³Ïô�ã ³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼wÖ�¸�Â»ÂÝ"³Ï¶Y·7ÀV¶{ÀV·I½¹¸»ÀV¼�Ã�Â{½7ÀÒ½¹²Y³Ï¼¾Á�º®Ý"³]·�À�Ð�Ã ½¹À+ºÌ¿]Õ

u = 8πNa
ñ
N
¸È¿�½7²Y³%¼EÁYºkÝ{³<·&À+Ð£Ã�½7À+ºÌ¿¶"³]·�ÁY¼�¸�½�Ã+·7³ÉÃkÃ+¼�Å

a
¸È¿�½¹²Y³´¿¹Ä]Ã ½7½7³<·7¸�¼YÆÒÂ»³<¼YÆ�½¹²{óTÓ��¼%½¹²Y³�·¹³]ÆV¸»ÀV¼

x > L
Õ<½7²Y³�ô�ãS³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼%·¹³<ÃVÅY¿*Ã+¿*¸»¼´��Ñ{Ó ñ Ô´Ó z¾óTÕ Ã+¼�Å�½7²Y³�Ý{ÀVÁY¼�ÅYÃ+·7×Ä]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼®À�ÐYÇ Ã�¼Y¸È¿7²Y¸»¼�Æ
ψ
Ã�½£¸�¼�Í�¼�¸�½�×ÏÆ+¸�Ç+³É¿

t = 0
¸»¼k��Ñ"Ó ñ Ô´Ó�ò+óFÓ£��²Y³�¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼%ÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³½¹²Y³%Ö�³<Â»Â�¸È¿

ψ(x) =
k
√

2/u

sinh[k(x− L) + φ]
,

ñ Ô´Ó W ï¾ó
Ö�²Y³<·7³

φ
¸�¿%Ã
¶Y·¹À+¶"³]·Ï¸�¼V½¹³]ÆV·¹Ã�½7¸�À+¼GÄ]À+¼�¿I½¹Ã+¼¾½<Ót��¼�½7²Y³t·¹³]Æ+¸�À+¼

x < L
½¹²Y³Ì¿IÀVÂ»ÁY½7¸�À+¼�¸�¿ÆV¸»ÇV³]¼SÝE× ñ Ô´Ó ÷�ó�Ã�¼�Å ñ Ô®Ó �¾óTÕ�Ö�¸»½7²

κ2 = k2
0 − k2 Ã+¼�Å q = k2

0ψ(L)2
Ó®��²Y³ÌÄX²Y³]ºt¸ÈÄ]Ã+Â¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â&Ã+¿¹¿IÀ�ÄF¸ÈÃ ½¹³<ÅGÖ�¸�½¹²\ÃsÆ+¸�Ç+³<¼8¼¾Á�º®Ý"³]·®À+Ð�¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿´Ä<Ã�¼8¼YÀ ÖüÝ"³ÊÅ�³F½¹³]·¹ºt¸»¼Y³ÉÅ½¹²Y·7ÀVÁYÆ+²t½¹²Y³�¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½7¸�À+¼tÀ+Ð�½7²Y³�Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼*Ó�ò�³�Ã+·7³�¸�¼¾½7³<·7³É¿�½¹³<Åt¸�¼ÊÅ�³F½¹³]·¹ºt¸»¼�Î¸�¼YÆ´½¹²Y³�ºÌÃ�µE¸�º®Á�ºJ¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð*¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿c½7²�Ã�½&Ä<Ã�¼wÝ"³�½¹·¹Ã+¶Y¶{³ÉÅÌÝE×Ò½7²Y³�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â"Ã+¼�Å½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³�Â»³]½

k → 0
ñ ¸(Ó ³VÓ

κ2 ∼ k2
0

ó�¸»¼Ù½7²Y³�³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿7¸»ÀV¼�¿ ñ Ô´Ó �Vó�Ó¶ò?²Y³<¼Ê½¹²Y³�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â¸È¿�¿IÁj�ÌÄ]¸»³<¼¾½7Â�×wÅ�³]³<¶Ê½¹²�Ã ½
k0L� 1

½7²Y³Ï¸�¼¾½7³]·¹¸�À+·&Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼s¸È¿�¼�³<Ã�·¹Â�×tß{Ã ½�³]ÇV³]·¹×¾ÎÖ�²Y³<·7³VÕYÄFÀV·7·¹³<¿7¶{ÀV¼�Å�¸�¼YÆ´½¹ÀÒ½7²Y³ÏÂ�¸»ºt¸»½
m→ 1

Óc��²Y³%¿7¼�Î(ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼Ù¸È¿&½7²�³]¼s¶Y·¹À+¶"À+·7½7¸�À+¼�Ã+Â½¹ÀÊÃt²E×¾¶"³]·¹Ý"À+Â�¸�Ä�½XÃ�¼YÆV³]¼¾½�À Ç+³<·�ºtÀV¿I½�À�Ð�½7²Y³®¸»¼¾½7³<·7¸�À+·�·7³<Æ+¸�À+¼*Ó���¼s½7²Y³Ò��²YÀ+ºÌÃ+¿IÎ�öY³]·¹ºt¸Ã+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼*Õ ¸�½&Ä]Ã�¼tÝ"³�¿7³]³]¼t½¹²�Ã ½�½7²Y³�Ä]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼
u < k2

0L
º®Á�¿I½�Ý"³�ÐÚÁYÂ»Í�Â»Â�³<Å*Ó���²�³¼Y³]µE½�½7³]·¹º ¸�¼
½7²Y³%³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼ÙÄ<Ã�¼
Ý{³ÏÐÚÀVÁY¼�ÅsÃ+¿&ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¿]Ó�E¸�¼�ÄF³�Ö&³�Ö�Ã�¼¾½�½¹À®ºÌÃ ½XÄX²Ì½7²Y³Ï¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼w¸�¼�¿7¸�ÅY³�½¹²Y³�Ö&³]Â�Â~Ö�¸�½¹²w½7²�³�À+¼�³�À+ÁY½¹¿7¸�Å�³VÕ

r2ºkÁ�¿�½�Ý"³�·¹³<Ã+Â�±E¸�¼w½¹²Y³ÏÀ+¶Y¶"ÀV¿7¸�½¹³�Ä<Ã+¿7³
γ
Ý"³<ÄFÀVºt³<¿&¸»ºÌÃ+Æ+¸�¼�Ã�·¹×+ÕV½7²Y³%¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼
Ã+Ä]Ñ¾ÁY¸�·¹³<¿&Ã
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ö�¸�Æ+Á�·7³%Ô´Ó z�å.ã�Â»À+½�À�Ð�½¹²Y³%Â�¸»ºt¸»½7¸�¼YÆ
tanh

ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼�¿]Ó
¶"ÀV¿7¸»½7¸�Ç+³�Å�³<·7¸�Ç Ã ½7¸�Ç+³�Ã ½.½¹²Y³�Ý"À+ÁY¼�Å�Ã�·¹×´Ã�¼�ÅtÄFÀV¼Y¼Y³ÉÄT½¹¿£½¹À%Ã�¼ÌÃ+¿7×EºÒ¶Y½7À�½¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×´ÅY¸»ÇV³]·¹Æ+³]¼¾½¿7À+Â�Á�½¹¸»ÀV¼ÙÀVÁ�½¹¿7¸�ÅY³+Ó.��ºt¶{À¾¿I¸�¼YÆÒ½7²�³´ÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼

k → 0
ÕYÖ�³ÏÀVÝ�½¹Ã+¸»¼

√
u · ψ(L) ∼ k0√

2
,

ñ Ô®Ó W z¾ó
½¹²�Ã ½�Â�³<ÃVÅY¿&½7À

r = k0/
√
u
Õ
m = 1

Õ
γ = k0/

√
2
Ã+¼�Åw½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³

ψI(x) =
k0√
u
· tanh

(

k0√
2
x

)

.
ñ Ô®Ó W ò+ó

��²�¸�¿ÒÖ�ÃfÇ+³ÌÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼5¸�¿tÄ]Â»³ÉÃ�·¹Â»×HÃSÂ�¸�ºÒ¸»½7¸�¼YÆ8À+¼�³+Õc¿7¸»¼�Ä]³Ê½¹²Y³
²¾×E¶"³]·¹Ý{ÀVÂ»¸ÈÄÌ½XÃ�¼YÆV³]¼¾½¼�³]Ç+³<·�¿7²YÀ Ö�¿*Ã�Å�³ÉÄF·¹³<Ã+¿7¸�¼YÆ�Å�³]·¹¸»Ç Ã�½7¸�Ç+³+ÕÉ¼Y³ÉÄF³<¿¹¿¹Ã�·¹×�½7À�ºÌÃ ½XÄX²%Ö�¸�½¹²Ï½7²Y³�¿IÀVÂ»Á�½¹¸»ÀV¼ÏÀ+Á�½X¿I¸ÈÅ�³½¹²Y³ÒÖ�³<Â»Â(Ó���¼Ø½¹²Y³®Â�¸�ºÒ¸»½ÏÀ�ÐcÇ+³<·7×
Å�³]³<¶SÖ&³]Â�Â Õ~Ö&³´ËE¼YÀ Ö ½7²Y³ÒÅ�³]¼{¿I¸»½�×sÖ�¸»Â�Â�Ý"³®·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³]Â�×ß"Ã ½c¸�¼�¿I¸ÈÅ�³&½7²�³�Ö�³<Â»ÂYÃ+¼�Åk¿7×EºtºÒ³]½7·¹¸�Ä&Ö�¸»½7²Ò·7³É¿I¶"³<ÄF½�½7ÀÏ½7²�³&¶"À+¸�¼¾½
x = K(m)/γ

ñ Ö�²�³]·¹³
K(m)

¸È¿*½¹²Y³�Ä]À+ºt¶YÂ�³F½7³�³]Â�Â»¸�¶�½¹¸�Ä�¸»¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â�À+Ð�½7²Y³�Í�·X¿�½£Ë¾¸�¼�Å�óFÕ Â»À�Ä<Ã ½7³ÉÅ%¿IÀVºt³]Ö�²Y³<·7³.¸�¼%½7²�³ºt¸ÈÅYÅ�Â�³�À+Ð�½7²Y³�Ö&³]Â�Â:±EÃ´·7³ÉÃ+¿7À+¼�Ã+ÝYÂ»³&½¹·7¸ÈÃ�Â{Ö&ÃfÇV³�ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼Ì¸»¼{¿I¸ÈÅ�³�½¹²Y³�Ö&³]Â�Â{Ä<Ã�¼t½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³Ý"³´ÄFÀV¼�¿I½7·¹Á�ÄT½¹³<Å
Ã+¿<å
ψ1(x) = r · tanh (γx) 0 ≤ x < L

2

ψ2(x) = r · tanh (β − γx) L
2 ≤ x < L

ñ Ô®Ó W ðVó
Ö�²�³]·¹³

β ≡ tanh−1
(

1/
√

2
)

+ γL
Õ~¿IÀÊ½7²�Ã�½

ψ2(x = L) = ψ(L)
ÓÏ��¼Gö£¸»Æ{Ó ñ Ô®Ó zEó�Ö&³¿7²YÀ Ö�ÃÒ¿7Ë+³]½¹ÄX²
À�Ð£½7²Y³´Ã+Ý{À ÇV³�ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼*Ó��²�³�Â�À+Æ¾Ã�·¹¸�½¹²Yºt¸�ÄcÅY³]·¹¸»Ç Ã ½¹¸»ÇV³�Ã�½�½¹²Y³�Ý"À+Á�¼�ÅYÃ�·¹×Ï¸�¿

ψ′
2(L)/ψ2(L) = −k0/2

Ã+¼�ÅÏ½7²�³Ä]À+¼�ÅY¸�½¹¸»ÀV¼�ÐÚÀV·�½¹²Y³ÌÄFÀV¼V½¹¸»¼EÁY¸»½�×ØÀ�Ð&Å�³]·¹¸»Ç Ã�½7¸�Ç+³<¿ÏÃ�½�½¹²Y³tÝ{ÀVÁY¼�ÅYÃ+·7×s½¹²Y³]·¹³FÐÚÀV·7³ÒÄFÀ+¸�¼�Ä]¸�Å�³É¿Ö�¸»½7²w½7²Y³�ÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼tÀ�Ð�Ç Ã�¼Y¸È¿I²�¸»¼YÆkÅ�¸�¿¹ÄF·¹¸�ºÒ¸�¼�Ã+¼V½ÉÕ+��Ñ"Ó ñ Ô®Ó W zVóTÓ.��²Y³�¼�À+·¹º;À+Ð"½¹²Y³�Ö�ÃfÇ+³ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼Ø¸�¿�Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³<Å
Ã+¿&ÐÚÀ+Â�Â�À Ö�¿]å
ρ2
1 = L

r2

2
− r2

γ
tanh(γL/2)

ñ Ô´Ó W ÷�ó

ρ2
2 = L

r2

2
+

r2√
2 · γ

− r2

γ
tanh

[

tanh−1(
1√
2
) +

γL

2

] ñ Ô®Ó W �Vó
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ρ2
3 =

√

2

u
ψ(L) =

k0

u

ñ Ô´Ó W y¾ó
��ÀtÂ»³ÉÃ+Å�¸�¼YÆtÀ+·XÅ�³]·�¸�¼

1/k0L
½¹²Y³%¼YÀ+·¹ºÌÃ�Â�¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼ÊÄFÀV¼�Å�¸»½7¸�À+¼sÝ{³ÉÄFÀVºÒ³É¿

1 = L
k2
0

umax
− 2

k0

umax
(
√

2 − 1).
ñ Ô®Ó î+íVó

�cÇE¸ÈÅ�³]¼¾½¹Â»×VÕ+½¹²Y³�¼EÁYºkÝ{³<·�À�Ð�½¹·¹Ã+¶Y¶"³<ÅÌÃ ½¹À+ºÌ¿.¸�¼ÊÃ´¿7¸»¼�Æ+Â�³�Â»³<Ç+³<Â�À�Ð~½¹²Y³�¶"À�½¹³]¼¾½7¸ÈÃ�Â ñ Ö�²Y¸ÈÄX²³<¼V½¹³]·X¿&½7²Y³%¶{Ã�·XÃ�ºt³F½¹³]·
umax

ó&¸�¿�·¹³<¿I½7·¹¸�ÄF½7³ÉÅÙ¿7¸»¼{ÄF³�½7Àt½¹²Y³%Æ+¸�Ç+³<¼ÙÀV·¹Å�³<·�À+¼Y³Ï²�ÃV¿
nmax =

Nmax

L
=

1

4πaaa

[

k2
0

2
− k0

L
(
√

2 − 1)

]

.
ñ Ô´Ó�î W ó

��²Y³�Í�·X¿I½&½¹³]·¹ºsÕ�Ö�²Y¸�ÄX²s¸È¿&½7²Y³%Å�ÀVºt¸»¼�Ã+¼¾½�ÀV¼Y³Ï¸»¼
½¹²Y³ÏÂ»¸�ºt¸�½�Ä]À+¼�¿7¸�ÅY³]·¹³<Å�Õ�¸È¿�¿I³<³]¼Ù½7ÀtÝ"³¸ÈÅ�³]¼¾½¹¸�Ä<Ã�ÂEÖ�¸�½¹²®½¹²Y³&·7³É¿IÁYÂ»½�À+Ý�½XÃ�¸�¼Y³<Å®Á�¿I¸�¼YÆ�½7²Y³���²YÀVºÌÃ+¿IÎ-ö�³]·¹ºÒ¸¾Ã�¶Y¶�·7Àfµ�¸�ºtÃ�½7¸�À+¼*ÕfÖ�²Y¸�Â�³½¹²Y³®¿7³<ÄFÀV¼�ÅÙ½7³<·7º¬·7³<¶Y·¹³<¿7³]¼¾½¹¿�¿7ºÌÃ�Â�Â»³<·�ÄFÀV·7·¹³<ÄF½7¸�À+¼�¿<Õ�À+·¹¸»ÆV¸»¼{Ã ½7¸�¼YÆtÝ"À�½7²Ø¸�¼s½7²�³®¸�¼V½¹³]·¹¸»ÀV·Ã+¼�Åw½¹²Y³%³FµE½¹³]·¹¸»ÀV·&·¹³]ÆV¸»ÀV¼*Ó
þ Y%ó V b���ÿ����½�Eb��<�
��¼ ö�¸�Æ�Ó ñ Ô®Ó ï¾ó´Ö&³s¿I²YÀ ÖJ½¹²�Ã ½Ò½7²Y³
³FµYÄ]³<¿¹¿®¼EÁYºkÝ{³<·kÀ+Ð�¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿ÒÄ]Ã+Á�¿7³<ÅHÝE×�½7²Y³ W ù¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³kÖ&³]Â�Â�Å�³ÉÄF·¹³<ÃV¿I³É¿�ÃV¿ÏÖ�³t¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I³Ò½¹²Y³ÌÝYÁYÂ�ËGÅ�³<¼�¿7¸�½�×VÕ�Ã�¼{ÅG¸È¿Ï²Y¸�Æ+²Y³<·ÏÐÚÀ+·®¿I½¹Ã�½7³É¿Ö�¸»½7²â¿7ºÌÃ�Â�Â»³<·%¼¾Á�º®Ý"³]·´À+Ð&¼YÀ�Å�³É¿]Ó
��²Y³Ê¿¹Ã�ºt³ÒÐÚ³<Ã�½7ÁY·¹³<¿´Ã+·7³Ì¿7²YÀ Ö�¼8ÝE×�Ý"À�½7²8½¹²Y³wï+ù¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³�Ö&³]Â�Â*Ã�¼{ÅÊ½¹²Y³%¸�À+¼Y¸ÈÄ�¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â*Ã�¼�Ã+Â»×EÛ]³ÉÅÊ¸�¼S�E³<Ä<¿]ÓYï�Ó ïtÃ+¼�ÅÙï�Ó z�Ó��²Y³ W ù;ºtÀEÅY³]Â�ÐqÃ�¸�Â�¿�¸»¼G¶Y·¹³<Å�¸ÈÄT½¹¸»¼YÆÙºÌÃ�¼E×ÙÀ+Ð.½7²Y³tÄX²�Ã+·¹ÃVÄT½7³<·7¸È¿I½7¸ÈÄ�ÐÚ³<Ã ½¹ÁY·¹³<¿�À�Ð.½7²�³¶"À+ÂÈÃ�·¹¸»ÛÉÃ ½¹¸»ÀV¼Ì¶{À+½7³]¼¾½¹¸�Ã+Â"¸�¼sï+ùkÓEÔ�¿&Ö�³�²�ÃfÇ+³�¿I³<³]¼Ê¸�¼Ø�E³<Ä+ÓEÔ®Ó W ÕY¿�½XÃ ½7³É¿�Ö�¸»½7²sÃÒÅ�³FÍ�¼�¸�½¹³¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�¼YÀ�Å�³É¿Ï³Fµ�¸�¿I½Ï¸»¼ W ùJ¸�¼�ÃÙ·¹Ã+¼YÆ+³kÀ�Ð&ÝYÁYÂ�ËSÅ�³]¼�¿7¸»½7¸�³<¿ÏÝ"À+ÁY¼�ÅY³<Å�ÐÚ·7ÀVºMÝ{³<Â»À ÖÃ+¼�Ås¼YÀ�½�ÐÚ·7ÀVº¬Ã+Ý{À ÇV³+Õ�Ö�¸»½7²S½7²Y³®Ä]À+¼�¿7³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF³´½7²�Ã�½�¼YÀÊ¿I½¹Ã�½7³®Ö&À+Á�Â�ÅsÅ�¸È¿7Ã+¶Y¶"³<Ã�·�Ö�¸�½¹²¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆ®ÅY³]¼�¿7¸�½�× ñ Ã�¼�Åw½7²�Ã�½�¿I½¹Ã�½7³É¿�Ö�¸»½7²
ÁY¼YÂ�¸»ºt¸»½7³ÉÅÊ¼EÁYºkÝ{³<·�À+Ð�¼YÀ�Å�³<¿�Ã+·7³�Ã�Â�Â»À Ö&³<Å¸�¼
½7²Y³%²Y¸�Æ+²sÅ�³<¼�¿I¸»½�×wÂ�¸»ºt¸»½XóFÓ��²Y³�¿¹Ñ¾Á�Ã�·¹³�Ö�³<Â»Â{¸»¼wïVùç¸�¼�¿I½7³<ÃVÅÒÆ+¸�Ç+³<¿.Ã®ÄFÀ+ºt¶YÂ�³F½¹³�Ñ¾Á�Ã�Â�¸�½XÃ ½¹¸»ÇV³�Å�³<¿¹ÄF·¹¸»¶Y½7¸�À+¼tÀ�Ð~½7²�³ÐÚÁYÂ�Â.¸�À+¼Y¸ÈÄÒºÒÀ�Å�³<Â Ók��¼G¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÁYÂÈÃ�·ÉÕ�¸�½´Ä]À+·¹·7³ÉÄT½7Â�×s¶Y·¹³<Å�¸ÈÄT½X¿�½¹²�Ã ½%¶�Ã+¸»·X¿�À�Ð�¿�½XÃ ½7³É¿�ºÒ³<·7ÆV³Ã+¼�ÅSÅ�¸È¿7Ã+¶Y¶"³<Ã�·�ÐÚÀ+·�¸�¼�ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆÊÅ�³<¼�¿7¸�½�×VÓ���¼�Ã+ÅYÅY¸�½¹¸»ÀV¼*Õ"½7²Y³Ò³FµYÄF³É¿7¿�¼EÁYº®Ý"³]·�À�Ð&Ã ½7ÀVºÌ¿ÐÚÀV·�½¹²Y³Ì¿�½XÃ ½¹³kÖ�¸»½7²8²Y¸�Æ+²Y³É¿�½Ï¼EÁYº®Ý"³]·ÏÀ+Ð�¼YÀ�Å�³É¿�ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¿�½7²Y³ÌÅ�¸�Â�Á�½7³tÂ�¸»ºt¸»½´¶Y·7³ÉÅ�¸ÈÄT½7¸�À+¼�Õ��Ñ"Ó ñ ïYÓ W ï+óFÓ
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C¼ã ª DGF H C « F¶µ ª ä C³²aF·a ã ­ D®D
ª ¯ ­ ­ FI¯°C�D

��¼t½¹²Y¸È¿cÔ�¶Y¶"³]¼{Å�¸�µtÖ&³�¶Y·7À ÇE¸ÈÅ�³�Å�³F½XÃ�¸�Â�¿cÀ�Ð"½7²Y³�Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼kÀ+Ð{½¹²Y³�ºÌÃ ½¹·7¸»µ�Õ ÐÚ·¹À+ºéÖ�²�¸�ÄX²½¹²Y³ÏÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³]¼{ÄF¸�³<¿�Ã�¼{Å
Å�Ã�ºt¶Y¸�¼YÆt·¹Ã�½7³<¿�Ä<Ã�¼
Ý{³%³]µE½7·XÃ+ÄT½¹³<Å�Óö£¸�·¹¿I½´Ö&³Ê¿�½XÃ ½¹³w¿IÀVºÒ³ÌÁ{¿I³]ÐÚÁYÂ�¸ÈÅ�³]¼¾½¹¸�½¹¸»³É¿´¸�¼¾ÇVÀ+Â�ÇE¸»¼YÆ
½¹²Y³wºtÀ+ºt³]¼¾½¹ÁYº>Ç Ã+·7¸ÈÃ�ÝYÂ�³<¿
piÃ+¼�ÅÙ½7²Y³%·¹³<¿¹Ä]Ã+Â»³ÉÅw¶"ÀV¿7¸�½¹¸»ÀV¼ÙÇ Ã+·7¸ÈÃ�ÝYÂ�³<¿

r̃i = mωiri
ñ
i = x, y, z

óTå
〈p2

xp
2
x〉 = 3〈p2

xp
2
y〉,

ñ 	�Ó W ó
½¹À+ÆV³F½7²�³]·�Ö�¸»½7²

〈p2
xp

2
y〉 =

1

3
m2kTE G ö H ñ 	�Ó�î+ó

Ã+¼�Å
〈x̃2p2

x〉 =
1

3
m2kTE IJ�97 . ñ 	�Ó ïVó

ö�·7ÀVº ½¹²Y³<¿7³Ï¸�½�ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¿&½7²�Ã�½
〈x̃2p2

x〉
〈p2

xp
2
y〉

=
E IJ�97
E G ö H =

E IJ�97
E IJ�97 − 3E ö H 7 /2 =

1

1 − ξ
.

ñ 	�Ó z¾ó
��¸»ºt¸�Â�Ã+·c¸�ÅY³]¼¾½7¸»½7¸�³<¿.²�À+ÂÈÅ´ÐÚÀV·�½7²Y³�À+½7²Y³<·cÄFÀ+ºt¶"À+¼Y³<¼¾½¹¿�À�Ð

p
Ã+¼�Å

r̃
Ó.��²Y³<×®Ã�·¹³�ÇfÃ+Â»¸ÈÅkÝ{À+½7²¸�¼w½¹²Y³�¶Y·7³É¿I³<¼�ÄF³�Ã�¼�ÅÊÃ�Ý�¿7³]¼�Ä]³�À+Ð�½7²Y³�ºt³<Ã�¼wÍ�³]ÂÈÅw¸�¼w½¹²Y³�³ÉÑVÁ�¸»Â�¸»Ý�·7¸�ÁYº öY³<·7ºt¸{ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

f0 Ó ��²�³�ÐÚÀVÂ»Â�À Ö�¸»¼�Æ´¸�ÅY³]¼¾½7¸»½�×Ì²YÀ+ÂÈÅY¿�Ö�²Y³]¼Ê½7²Y³�ºt³<Ã+¼ÌÍ�³]ÂÈÅw¸È¿&¼Y³]ÆVÂ»³ÉÄT½¹³<ÅÌ¸�¼w½¹²Y³�³ÉÑ¾ÁY¸»Â�¸�Ý�Î·¹¸�ÁYº[ö�³]·¹ºÒ¸*ÐÚÁY¼�ÄT½¹¸»ÀV¼*å
mg〈x̃2n0〉 = mg

∫

d3p

(2π~)3

∫

d3r x̃n0

(

−mkT ∂f
0

∂x̃

)

= m2kTg

∫

d3r

[

(n0)2 + x̃
∂n0

∂x̃
n0

]

=
m2

2
kTE ö H 7 . ñ 	�Ó�ò+ó

��²�¸�¿�¸�ºt¶YÂ�¸»³É¿�½7²�Ã�½
mg〈x̃2n0〉
〈x̃2p2

x〉
' ξ.

ñ 	�Ó ð¾ó
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��¼ À+·XÅ�³]·Ò½7À�À+ÝY½¹Ã�¸�¼â½¹²Y³sºÌÃ ½7·¹¸»µ5Å�³F½¹³]·¹ºt¸»¼Y¸�¼YÆG½7²Y³ØÄ]À+Â�Â»³ÉÄT½7¸�Ç+³
ºtÀ�Å�³<¿ÒÖ&³
¸�¼�¿7³]·7½ñ z�Ó ð+ð+ó&¸�¼¾½7À ñ z{Ó ð6zVó�Ã�¼�ÅÊ½¹Ã+Ë+³ÏºtÀ+ºt³]¼¾½X¿�À�Ð ñ z�Ó ð�z¾ó&Ö�¸�½¹²

x̃2 ÕY·¹³<¿7ÁYÂ»½7¸�¼YÆt¸»¼
−iω[(3a1+a2+a3)〈x̃2ỹ2〉+(c1+c2+c3)〈x̃2p2

x〉]+ωxb1A1+ωyb2A2+ωzb3A3 = 0.ñ 	�Ó�÷+óàØÁ�Â�½¹¸»¶YÂ�×E¸»¼�Æw½7²�³®³<Ñ¾ÁY¸�Â�¸»ÝY·¹¸�ÁYº ³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼ ñ z{Ó ò¾÷fó�ÝE×Ù½7²Y³tÄFÀVº®ÝY¸�¼�Ã�½7¸�À+¼
x̃2ypy

Ã�¼{Ås¸»¼�Î½¹³]Æ+·XÃ ½¹¸»¼�ÆkÀ ÇV³]·�Ã�Â�Â�¶Y²�ÃV¿I³%¿7¶�Ã+Ä]³+Õ�Ö&³�ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼
½¹²Y³Ï³<Ñ¾Á�Ã�Â�¸»½�×
〈x̃2p2

y〉 − 〈x̃2ỹ2〉 −mg〈x̃2ỹ
∂n0

∂ỹ
〉 = 0.

ñ 	�Ó �Vó
��¿I¸�¼YÆÒ½7²Y³%¸ÈÅ�³<¼V½¹¸�½¹¸»³É¿�Æ+¸�Ç+³<¼
Ã+Ý{À ÇV³�Ã+¼�ÅÙ��Ñ"Ó ñ 	�Ó �VóTÕ�Ö�³�Í�¼�Å

A1 = 〈x̃2p2
x〉 − 〈x̃2x̃2〉 −mg〈x̃3 ∂n

0

∂x̃
〉 =

= < x̃2p2
x > −3 < x̃2ỹ2 > −3mg < ỹ2x̃

∂n0

∂x̃
>= −2 < x̃2p2

x > .
ñ 	�Ó y¾ó

A2 = 〈x̃2p2
x〉 − 〈x̃2ỹ2〉 −mg〈x̃2ỹ

∂n0

∂ỹ
〉 = 0.

ñ 	�Ó W í¾ó
��²Y³sÄFÀV¼�¿I½¹Ã�¼¾½

A3
Ã�ÂÈ¿7À�Ç Ã�¼Y¸È¿7²Y³<¿kÐÚÀ+·Ò½¹²Y³
¿¹Ã�ºt³
·7³ÉÃ+¿7À+¼\ÃV¿

A2
ÓáÞ�À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼{¿kÅ�À�¼YÀ+½Ã+¶Y¶{³ÉÃ�·£¸»¼ ñ 	�Ó ÷ ó�¿7¸�¼�ÄF³�½7²Y³

r̃2i
Ã�¼�Å

r̃ipi
Ã�·¹³�ÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼%¸�¼EÇfÃ+·7¸ÈÃ�¼¾½X¿]Õf¸(Ó ³VÓ

I [r̃2i ] = I [r̃ipi] =
0.
ò�³�¼YÀ Ö?Å�¸�Ç¾¸ÈÅ�³���Ñ{Ó ñ 	�Ó ÷�ó.ÝE× 〈x̃2p2

x〉
Ó.��²Y³�·XÃ ½¹¸»À 〈x̃2ỹ2〉/〈x̃2p2

x〉
²�ÃV¿�ÃÏÇV³]·¹×®Ö&³<Ã�ËÅ�³<¶{³<¼�Å�³<¼�ÄF³%ÀV¼Ê½¹³]ºt¶{³<·¹Ã�½7ÁY·¹³2·�Ã+¼�ÅÙÖ�³%²�ÃfÇV³�ÄX²�³<ÄXË+³ÉÅw½¹²�Ã ½�¸»½�¸�¼V½¹·7À�Å�Á{ÄF³<¿&ÐÚ·¹³<Ñ¾ÁY³<¼�ÄF×¿7²Y¸»Ðø½¹¿&À�Ð*ÀV¼YÂ»×w¿7³<Ä]À+¼�ÅtÀV·¹ÅY³]·&¸»¼

ξ
¸»¼
Ã�Â�Â{½¹²Y³�ºÒÀ�Å�³É¿]Ó.��À®ÀVÁY·�Â�³]ÇV³]Â"À�Ð�Ã+¶Y¶Y·¹ÀfµE¸�ºÌÃ ½¹¸»ÀV¼*ÕÖ&³%Ä]Ã�¼
Á�¿7³%²Y³]·¹³ 〈x̃2ỹ2〉/〈x̃2p2

x〉 ' 1
Ó.��²Y¸È¿�×E¸»³<Â�ÅY¿

−iω[3a1 + a2 + a3 + c1 + c2 + c3] − 2ωxb1 = 0,
ñ 	�Ó W6W ó

½¹²�Ã ½�Ä]À+¼�¿I½7¸»½7Á�½¹³<¿&½¹²Y³ÏÍ�·X¿�½�Â�¸»¼�³�À+Ð£ÀVÁY·�¿7×E¿I½7³<º À�Ð�ÄFÀVÁY¶YÂ�³<Å
³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�¿<Ó��³]µE½�Ö�³�½¹Ã+Ë+³ÏºtÀ+ºt³]¼¾½X¿�Ö�¸�½¹²
x̃px

Ã+¼�Å
À+Ý�½XÃ�¸�¼
−iωb1〈x̃2p2

x〉 + ωx[2〈x̃2p2
x〉(a1 − c1) + c1m

2kTE ö H 7 +B] = 0,
ñ 	�Ó W î+ó

Ö�²Y³<·7³
B
¸È¿�Æ+¸�Ç+³<¼ÙÝE×

B = −mg
〈

δn

f0(1 − f0)

(

f0 + x̃
∂f0

∂x̃

)〉

=

= −mg〈x̃2n0〉
∑

i=x,y,z

ai −
m2

2
kTE ö H 7 ∑

i=x,y,z

ci.
ñ 	�Ó W ï¾ó

ù�¸»ÇE¸ÈÅ�¸�¼YÆÌ��Ñ"Ó ñ 	�Ó W î�ó&ÝE× 〈x̃2p2
x〉
ÕYÖ&³ÏÀ+Ý�½XÃ�¸�¼Ê½¹²Y³´¿I³ÉÄFÀV¼�ÅÊÂ�¸�¼Y³%À�Ð£À+ÁY·�Â�¸»¼�³<Ã�·�¿7×�¿�½¹³]ºsÕ

−iωb1 + ωx[(2 − ξ)(a1 − c1) − ξ(a2 + c2 + a3 + c3)] = 0.
ñ 	�Ó W zEó

¹ º½ÓÀ×ØÁ2Ía¾ÀÑ9ÌaÁ9¿µÁ
� ×ØÁ�¾ÀÌ»ÎeÈ(Ï»¾e×ØÁ2Í É Ì»ÎeÉ
×6Ê2×ØÓ/¾ÀÎ/×ØÔ2Ç9¾e×Ø¿µÁ�¾e¿°Ì=ÖµÈ(ÙØÇ"ÈÚ¾eÌ Ê � ç ¢ Í Ä2× ¾½×ØÓRÌ`È(Ó/Ðq¾À¿°ÓeÑ2¿`Â|¾eÑ"ÈÚ¾
〈x̃2ỹ2〉

〈x̃2p2
x〉

= 1 −
mg〈x̃2ỹ∂n0/∂ỹ〉

〈x̃2p2
x〉

=



1 + 3ξ/4
Ý*¿µÎ

T � TF

1 + ξ/2
Ý*¿µÎ

T � TF .� Ñ2ÌRÊ2× Ç6ÌÃÎ/Ì»Á2Ï»Ì�Ô�Ì=¾ Â�Ì»Ì»Áq¾eÑ2ÌR¾ Â�¿¶Î/ÌÃÓeÇ2Ù ¾eÓN×ØÓAÓeÉqÈ(ÙØÙ9Óe×ØÁ2Ï»Ì½×ØÁÕ¿µÇ2Î
Æ"Î/Óe¾$¿µÎeÊ9ÌÃÎ;¾ÀÎ/ÌÃÈÚ¾ÀÉ
Ì»Á�¾NÂ�Ì½È(ÙØÙØ¿`Âw¿µÁ2Ù ÐÝ*¿µÎR×ØÁ�¾ÀÌ»ÎeÈ(Ï=¾À×Ø¿µÁ�¼2È(ÎÀÈ(É
Ì=¾eÌÃÎ/Ó
ξ . 0.5

ç



ìn�~ê
ö£¸�¼�Ã�Â�Â�×+ÕfÖ�³c½¹Ã�ËV³cºtÀ+ºt³]¼¾½X¿*Ö�¸»½7²

p2
x

Ã�¼�Å%ÅY¸»ÇE¸ÈÅ�³�ÝE× 〈p2
xp

2
y〉
Ó���³<Æ+Â�³<ÄF½7¸�¼YÆ�ÄFÀVÂ»Â�¸È¿I¸�À+¼�¿<ÕÃt¶�·7À�ÄF³ÉÅ�ÁY·¹³�¿7¸�ºÒ¸�ÂÈÃ�·�½7ÀÒ½¹²Y³%À+¼Y³�½¹²�Ã ½�Â�³<Å
Á�¿�½¹À ñ 	�Ó WdW ó&×E¸»³<Â�Å�¿

−iω
[

1

1 − ξ
(a1 + a2 + a3) + 3c1 + c2 + c3

]

+ 2ωxb1 = 0.
ñ 	�Ó W òVó

��¼YÂ�¸»ËV³
r̃2i
Õ
r̃ipi

Ã+¼�Å
p2 Õ"½7²�³ÒÑ¾Á�Ã+¼V½¹¸�½¹¸»³É¿ p2

i

Ã+·7³®¼YÀ�½%¿I³<¶�Ã�·XÃ ½¹³]Â�×
Ä]À+Â�Â»¸È¿7¸»ÀV¼Ø¸»¼EÇ Ã�·¹¸�Ã+¼¾½¹¿Ã+¼�Åt½¹²Y³�Ä]À+Â�Â»¸È¿I¸�À+¼{Ã�Â�½¹³]·¹ºt¿<Õ¾¸»¼EÇ+ÀVÂ»ÇE¸�¼YÆ´Ñ¾Á�Ã�¼¾½¹¸�½¹¸»³É¿cÂ�¸»ËV³ 〈p2
xI [p

2
y]〉 Õ¾Å�À®¼YÀ�½&ÇfÃ+¼Y¸È¿I²Ì²Y³<·7³VÓò�³%¼YÀ+½7³Ï½7²{Ã ½

〈

p2
xI [p

2
y]
〉

=
1

2

〈(

p2
x + p2

z

)

I [p2
y]
〉

= −1

2

〈

p2
xI [p

2
x]
〉

,
ñ 	�Ó W ðVó

〈

p2
xI [p

2
x]
〉

=

〈(

p2
x − p2

3

)

I

[

p2
x − p2

3

]〉 ñ 	�Ó W ÷�ó
ñ 〈p2I [. . .]〉 = 0

ÅYÁY³Ï½7ÀÌ¿7¶Y²Y³]·¹¸ÈÄ]Ã�Â*¿7×EºtºÒ³]½7·¹×Yó�Ã+¼�Å
〈

p2
xp

2
y

〉

=
3

4

〈

(

p2
x − p2

3

)2
〉

.
ñ 	�Ó W �Vó

��¿I¸�¼YÆ%½¹²Y³�Ã+¼YÆ+ÁYÂÈÃ�·c¿7×EºtºÒ³]½7·¹×®Ý"³F½�Ö&³]³<¼k½¹²Y³
l = 2

¶{ÀVÂ»×E¼YÀVºÒ¸ÈÃ�ÂÈ¿
pxpy

Ã�¼{Å
p2

x−p2/3
Õ��Ñ{Ó ñ z�Ó z6z¾óTÕYÖ&³�Í�¼�Å

〈p2
xI [p

2
y]〉

〈p2
xp

2
y〉

= −2

3

〈(

p2
x − p2/3

)

I
[

p2
x − p2/3

]〉

〈

(p2
x − p2/3)

2
〉 = −2

3

〈(pxpy) I [pxpy]〉
〈

(pxpy)
2
〉 = − 2

3τ
,

ñ 	�Ó W yVóÖ�²�³]·¹³t½7²Y³ÊÃfÇV³]·XÃ�ÆV³®ÇE¸�¿¹ÄFÀVÁ�¿Ï·¹³]ÂÈÃ µYÃ ½¹¸»ÀV¼G·XÃ ½¹³
1/τ

²�Ã+¿%Ý"³]³<¼âÅ�³FÍ{¼Y³<Å�¸�¼ ñ z{Ó òVî�óTÓÙ��¼�Î¿7³]·7½7¸�¼YÆÒ½7²�³´ÄFÀ+Â�Â�¸�¿7¸»ÀV¼�Ã�Â"½¹³]·¹ºt¿�¸»¼ ñ 	�Ó W ò+óFÕYÖ&³ÏÃ+·7·¹¸�Ç+³�Ã�½
−iω

[

1

1 − ξ
(a1 + a2 + a3) +

(

3 +
4i

3ωτ

)

c1 +

(

1 − 2i

3ωτ

)

(c2 + c3)

]

+2ωxb1 = 0ñ 	�Ó î+íVó½¹²�Ã ½&ÄFÀ+¼{¿�½¹¸�½¹Á�½7³É¿.½7²�³�½7²Y¸�·¹ÅtÂ�¸�¼Y³�À�Ð~À+Á�·�¿I×�¿I½7³<ºéÀ�Ð�ÄFÀVÁY¶YÂ�³<ÅÒ³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼�¿<Ó���²Y³�À�½¹²Y³]·�¿7¸»µ³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼�¿�ºÌÃf×wÝ{³%ÀVÝ�½¹Ã+¸»¼�³<ÅÊÐÚ·7ÀVº ñ 	�Ó W6W óFÕ ñ 	�Ó W zVó�Ã+¼�Å ñ 	�Ó î+í+ó&ÝE×Ù¿7¸»ºt¶YÂ�³Ï¶{³<·7ºkÁ�½¹Ã�Î½¹¸»ÀV¼GÀ+Ð�½¹²Y³t¸»¼�ÅY¸�Ä]³<¿<Õ�Ã�¼�ÅS½7²Y³wÄ]ÀE³��wÄF¸�³]¼¾½¹¿�À+Ð
ax, ay, . . . , cz

ÝYÁ�¸»ÂÈÅ�ÁY¶�½¹²Y³ÒÐÚÀ+Â�Â»À Ö�¸�¼YÆºÌÃ�½7·¹¸�µ�å




























3iω 2ωx iω iω 0 iω iω 0 iω
(ξ − 2)ωx iω (2 − ξ)ωx ξωx 0 ξωx ξωx 0 ξωx

iω
1−ξ −2ωx 3iω − 4

3τ
iω

1−ξ 0 iω + 2
3τ

iω
1−ξ 0 iω + 2

3τ

iω 0 iω 3iω 2ωy iω iω 0 iω
ξωy 0 ξωy (ξ − 2)ωy iω (2 − ξ)ωy ξωy 0 ξωy
iω

1−ξ 0 iω + 2
3τ

iω
1−ξ −2ωy 3iω − 4

3τ
iω

1−ξ 0 iω + 2
3τ

iω 0 iω iω 0 iω 3iω 2ωz iω
ξωz 0 ξωz ξωz 0 ξωz (ξ − 2)ωz iω (2 − ξ)ωz
iω

1−ξ 0 iω + 2
3τ

iω
1−ξ 0 iω + 2

3τ
iω

1−ξ −2ωz 3iω − 4
3τ




























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ò�³ØÖ�¸È¿I² ½7ÀHÄ<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹³Ù½¹²Y³�ô�·¹³]³]¼e5 ¿ÒÐÚÁY¼{ÄT½7¸�À+¼ ÐÚÀV·wÃ�ÐÚ·¹³]³Ø¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³
À+Ð�³<¼Y³]·¹Æ+×
E =

~
2k2/2µ

Õf¸�ºÒ¶"ÀV¿7¸�¼YÆ�¶"³]·¹¸�ÀEÅY¸�Ä�Ý{ÀVÁY¼�ÅYÃ+·7×%Ä]À+¼�Å�¸»½7¸�À+¼{¿�¸�¼kÃ�Ý{Àfµ%À+Ð{¿I¸ÈÅ�³
L
Ó£��²Y³�ô�·¹³]³<¼)5 ¿ÐÚÁ�¼�ÄT½¹¸»ÀV¼

g0(r)
¿¹Ã ½7¸È¿IÍ�³<¿&½¹²Y³%³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼

~
2

2µ

(

∇2 + k2
)

g v �.w0 (r) = δ(r),
ñ Þ�Ó W ó

½¹²�Ã ½�Ä<Ã�¼
Ý{³%¸�¼EÇ+³<·I½¹³<ÅÊ½7ÀÌÀ+ÝY½¹Ã�¸�¼
g v �	w0 (r) =

2µ

~2L3

∑

q

³ iq·r
k2 − q2

.
ñ Þ�Ó�î+ó

��²�³w¶{³<·7¸�À�Å�¸ÈÄtÝ{ÀVÁY¼�ÅYÃ+·7×�ÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼�¿%¸�ºt¶{À¾¿I³
q = 2πn/L

Õ�Ö�¸»½7²
n ∈ Z

3
ñ Ãs½¹·7¸�¶YÂ�³F½À+Ð�¸»¼¾½7³<Æ+³<·¹¿XóTÓ
��²Y³w¿IÁ�º>ºkÁ�¿�½kÝ{³Ì³<ÇfÃ+Â»Á{Ã ½7³ÉÅ8¼EÁYºt³]·¹¸�Ä<Ã�Â�Â»×VÕ�Ã�¼{Å�½¹²Y³ÊÄ]À+¼EÇ+³<·7ÆV³]¼�Ä]³k¸È¿ÇV³]·¹×k¿7Â»À Ö%Õ¾¿I¸�¼�Ä]³ ∑

q q−2 ∼
∫ Å

q O(1)
Ó���À®ÃVÄ]ÄF³<Â»³<·¹Ã�½7³&½7²�³�Ä]Ã+Â�Ä]ÁYÂÈÃ ½7¸�À+¼�Õ�Ö�³�Ã+ÅYÅÌÃ+¼�Å¿7ÁYÝ�½¹·¹ÃVÄT½�½7²Y³ÌÑ¾Á�Ã+¼V½¹¸�½�×

Xλ =
∑

q exp(iq · r)/(λ2 + q2)
Õ*Ö�²�³]·¹³

λ
¸È¿�Ã+¼GÃ+·7ÝY¸»½7·XÃ�·¹×Ñ¾Á�Ã+¼¾½7¸»½�×wÖ�¸�½¹²ØÁY¼Y¸»½¹¿�À+Ð£ºtÀ+ºt³<¼V½¹ÁYºsÕYÀ+ÝY½¹Ã�¸�¼Y¸�¼YÆ

g v �.w0 (r)
~

2L3

2µ
= −Xλ +

(

λ2 + k2
)

∑

q

³ iq·r
(k2 − q2) (λ2 + q2)

.
ñ Þ�Ó ïVó

��²�³&¸�¼¾½7³<·7³É¿�½£À�ÐY½¹²Y¸�¿�¶�·7À�ÄF³ÉÅ�ÁY·¹³�Â�¸»³É¿�¸�¼k½7²Y³�ÐqÃ+ÄF½�½¹²�Ã ½
Xλ

Ä]Ã�¼kÝ{³&·¹³]Ö�·¹¸�½7½7³]¼ÒÃ+¿£Ã�¿7³]·¹¸�³<¿À+Ð�³Fµ�¶{ÀV¼Y³]¼¾½¹¸�Ã+Â»Â�×�ÅY³<ÄF·¹³<ÃV¿I¸�¼YÆ�·¹³<Ã�Â�½7³]·¹ºÌ¿ · ÕÉÃ+¼�Å�½7²�³c·7³<ºÌÃ�¸�¼Y¸»¼�Æ�¿I³<·7¸�³<¿*Ä]À+¼EÇ+³<·7ÆV³<¿{ÐqÃ+¿I½7³<·½¹²�Ã�¼G½7²�³ÒÀV·7¸�Æ+¸�¼�Ã+Â�ÐÚÀV·7ºsÕ*¿7¸»¼�Ä]³ ∑
q q−4 ∼

∫ Å
q O

(

q−2
) å�½7·¹ÁY¼�Ä]Ã�½7¸�¼YÆw½¹²Y³ÌÄFÀVºÒ¶�Â»³]µ

¹ Ä ÌÅÇ2ÓÀÌ¶Ñ9ÌÃÎ/Ì¶¾ÀÑ9Ì��j¿µ×ØÓeÓÀ¿µÁ�� Ó�Ý�¿µÎeÉ�Ç2ÙÜÈ9Ä
X

n

f(n) =
X

n

f̂(2πn)

Â�Ñ9ÌÃÎ/Ì
n ∈ Z3

È(Á2Ê
f̂(p) =

R

R3

Ê
r
Ì
−ip·qf(q)

ç � Ñ2Ì É ¿µÇ2Îe×ØÌ»În¾eÎÀÈ(Á9ÓeÝ�¿µÎeÉ�¿(Ý f(q) = exp(iq·r)/(q2+

λ2)
ÏÃÈ(Á�Ô�Ì¶ÏÃÈ(ÙØÏ»Ç2ÙÜÈÚ¾ÀÌ»Ê¸È(Á2È(Ù ÐV¾e×ØÏÃÈ(ÙØÙ ÐæÔ�Ðq¾ÀÑ9Ì¶É
Ì»¾eÑ2¿4Ê2Ó½¿(ÝjÎeÌ»ÓÀ×ØÊ9Ç2Ì»Ó`Ä�È(Á2Ê�Â�Ì�Æ"Á"È(ÙØÙ Ð|Æ"Á9Ê

Xλ =
X

q

Ì
iq·r

λ2 + q2
=

L3

4π

X

n

Ì
−λ‖r−Ln‖

‖r − Ln‖
,

‖v‖
Ô�Ì»×ØÁ2ÍÕ¾eÑ2Ìaã�È(Î/¾eÌ»ÓÀ×ÜÈ(Á�Á2¿µÎ/É\¿(Ýj¾eÑ2Ì�Ö�Ì»Ï=¾À¿µÎ

v
ç
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¿7³]·¹¸»³É¿�½¹À

N x ï w ½¹³]·¹ºÌ¿]Õ~½¹²Y³t³]·¹·7ÀV·�¸È¿ ∼ O(N−1x ï w ) Ók��²�³k¶Y·¹À�ÄF³ÉÅ�ÁY·¹³ÒÄ<Ã�¼�Ý"³t¸�½¹³]·XÃ ½¹³<ÅÀV¼Y³ÏºÒÀV·7³�½¹¸»ºt³+Õ�×¾¸�³]ÂÈÅ�¸�¼YÆ
g v �.w0 (r) = − µ

2π~2

∑

n

³ −λ‖r−Ln‖

[

1

‖r − Ln‖ +
λ2 + k2

2λ

]

+
2µ
(

λ2 + k2
)2

~2L3

∑

q

³ iq·r
(k2 − q2) (λ2 + q2)2

.
ñ Þ�Ó zEó

��²Y³�³]·¹·7ÀV·cÅ�ÁY³�½¹À%½7²�³�½7·¹ÁY¼�Ä<Ã ½7¸�À+¼ÌÀ+Ð~½7²Y³�Â�ÃV¿�½.½¹³]·¹º;ÀV¼t½7²Y³�·7¸�Æ+²¾½c²�Ã+¼�ÅÌ¿I¸ÈÅ�³�¸È¿�¸»¼t½¹²Y¸�¿Ö�Ãf×w·¹³<Å�Á�Ä]³<ÅÙ½7À ∼ O(N−3x ï w ) Õ{Ã+¼�ÅÙ½7²Y³®Ä<Ã�ÂÈÄFÁYÂÈÃ ½¹¸»ÀV¼ÙÀ+Ð g v �	w0

Ä]Ã+¼s¼YÀ Ö Ý"³´¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºt³<ÅÇV³]·¹×
³4�wÄF¸�³]¼¾½7Â�×+Ó�ò?²Y³]¼
r → 0

Õ~½¹²Y³Ò½7³<·7ºUÖ�¸»½7²
n = 0

ÄFÀV¼V½XÃ�¸�¼�¿�½7²Y³t³]µE¶"³<ÄF½7³ÉÅ
1/rÅ�¸�Ç+³<·7ÆV³]¼�Ä]³+Õ�Ã�¼{Åw½¹²Y³%·7³<Æ+ÁYÂÈÃ�·�¶�Ã+·I½�À+Ð�½¹²Y³®ô�·7³<³]¼)5 ¿&ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼s·¹³<Ã+Å�¿

g v �.w0, ² ç.¿ (r) = − µ

2π~2

{

−λ+
λ2 + k2

2λ
+
∑

n∈Z3∗

³ −λL‖n‖

[

1

L ‖n‖ +
λ2 + k2

2λ

]

}

+
2µ
(

λ2 + k2
)2

~2L3

∑

q

1

(k2 − q2) (λ2 + q2)2
,
ñ Þ�Ó òVó

Ö�²Y³<·7³
Z

3∗ = Z
3 − {0, 0, 0} Ó£��²Y³�Í�¼{Ã�Â*·¹³<¿7ÁYÂ»½�¸È¿�À�Ð.ÄFÀVÁY·X¿I³�¸»¼{Å�³]¶"³]¼�ÅY³]¼¾½�À�Ð λ Ó
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ψreg

��²�³ÊöY³<×¾¼�ºtÃ+¼H¶Y·¹À+¶�Ã+ÆVÃ ½¹À+·
K
ÃV¿7¿7À�ÄF¸ÈÃ ½7³ÉÅ�Ö�¸»½7²â½7²Y³w¼�À+¼�Î-¸»¼¾½¹³]·XÃ+ÄT½¹¸»¼�Æs
�Ã�ºt¸�Â�½¹À+¼Y¸ÈÃ�¼

H0
² �+ð ´ Õ

Kt(rA, rB ; ρA,ρB) =
〈

rA, rB

∣

∣

∣
e−iH0t/~

∣

∣

∣
ρA,ρB

〉 ñ ùkÓ W ó
Ä<Ã�¼wÝ"³�ÐqÃVÄT½¹À+·¹¸»Û<³<ÅÌÃ+¿c½7²Y³�¶Y·¹ÀEÅYÁ�ÄT½�À+Ð�½7²Y³�½�Ö�À´ÐqÃ+ÄT½¹À+·X¿]Õ

Kt = KA
t K

B
t

Õ+½¹²Y³�Í{·¹¿I½�½¹³]·¹ºÅY³<¿¹ÄF·¹¸»ÝY¸�¼YÆÌÃkÐÚ·7³<³%¶�Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³+Õ
KA

t (rA; ρA) = e−iπ3/4
( mA

2π~t

)3/2

exp

(

imA

2~

|rA − ρA|2
t

) ñ ùkÓ îVó
Ã+¼�ÅÙ½7²Y³´¿7³<Ä]À+¼�ÅÙÀ+¼�³ÏÃÒ¶�Ã+·I½¹¸�Ä]Â»³Ï¸�¼ØÃÒïVù3²�Ã+·7ºtÀ+¼�¸�Ä�ÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹À+·ÉÕ
KB

t (rB ; ρB) = φ(t)e−iπ3/4

(

mBω

2π~| sin(ωt)|

)3/2

exp

(

imBω

~

[

r2B + ρ2
B

2 tan(ωt)
− rB · ρB

sin(ωt)

]) ñ ùkÓ ï¾ó
Ö�²�³]·¹³

φ(t) = exp(iπn/2)
ÐÚÀ+·

nπ < ωt < (n+1)π
Ó�ò?¸»½7²Ì½¹²Y³�Ý"À+Á�¼�ÅYÃ�·¹×tÄFÀ+¼{Å�¸�½¹¸»ÀV¼

Kt = 0
ÐÚÀV·

t < 0
Õ
GE

¸È¿�À+ÝY½¹Ã�¸�¼Y³ÉÅÙÃV¿&½7²Y³´ö�À+ÁY·¹¸»³<·&½7·XÃ�¼�¿IÐÚÀ+·¹º±À�Ð
K
Õ

GE = − i

~

∫ ∞

0

dt ei(E+i0+)t/~Kt.
ñ ùkÓ zEó

ö�À+·�¿7¸�ºÒ¶�Â»¸ÈÄF¸»½�×+Õ¾Ö�³�¸»¼¾½7·¹À�Å�Á�Ä]³�Å�¸»ºt³<¼�¿I¸�À+¼�Â»³É¿7¿.Ç Ã+·7¸ÈÃ�ÝYÂ�³<¿cÝ¾×Ò³Fµ�¶Y·¹³<¿¹¿7¸»¼YÆ%Ñ¾Á�Ã+¼V½¹¸�½¹¸»³É¿¸�¼8²�Ã�·¹ºtÀ+¼Y¸ÈÄÒÀV¿¹ÄF¸�Â»ÂÈÃ ½¹À+·ÏÁY¼Y¸»½¹¿®Ã�¼�Å�Õ�³]ÇV³]¼G½7²YÀVÁYÆ+²�½7²�³wÅ�³]·¹¸»Ç Ã�½7¸�À+¼�²�Ã+¿ÏÝ"³]³<¼8Ä<Ã�·¹·7¸�³<ÅÀVÁ�½´ÐÚÀV·®ÃsÆ+³<¼Y³]·¹¸�ÄtºÌÃV¿7¿%·XÃ ½¹¸»À{Õ�·¹³<¿I½7·¹¸�ÄF½´À+ÁY·X¿7³]Â�Ç+³<¿�²Y³<·7³w½7Às½7²�³Ê¿I¶"³<Ä]¸�Ã+Â�Ä]ÃV¿I³
mA =

mB = m
Ó��¼sÀV·¹Å�³<·&½7ÀÒÍ�¼�ÅÙ½7²�³%³<Ñ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼
¿¹Ã ½¹¸�¿IÍ�³ÉÅÊÝE×

ψreg
ÕYÖ&³�·¹³]Ö�·¹¸»½7³Ï��Ñ"Ó ñ òYÓ î6�+ó�Ã+¿

ψ(rA, rB) = ψ0(rA, rB) + gψreg(R)

∫

dρGE (rA, rB ; ρ,ρ)

+ g

∫

dρGE (rA, rB ; ρ,ρ) [ψreg(ρ) − ψreg(R)]
ñ ùkÓ òVó

Ã+¼�ÅwÂ�³F½&½7²�³�½�Ö&À®¶{Ã�·7½7¸ÈÄFÂ�³<¿&Ã�¶Y¶Y·¹ÀVÃVÄX²t³<Ã+ÄX²ÊÀ�½7²�³]·ÉÓ�ò�³�¸»¼¾½7·¹À�Å�Á�Ä]³�²Y³<·7³�½7²Y³ÏÄF³<¼¾½7³]·7Î-À�ÐøÎºÌÃV¿7¿�Ã�¼�Ås·¹³]ÂÈÃ ½¹¸»ÇV³®ÄFÀEÀ+·XÅ�¸�¼�Ã ½¹³<¿
R = (rA + rB)/2

Ã�¼{Å
r = rA − rB

Ó���³F½�Á�¿�½7Á�·7¼
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ψreg

ÀVÁY·�Ã ½7½7³]¼¾½¹¸»ÀV¼Ê½¹Àk½¹²Y³ÏÍ�·X¿�½�¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â�Ã�¶Y¶"³<Ã+·7¸�¼YÆÒ¸»¼s��Ñ"Ó ñ ù®Ó�ò+óFå
U ≡

∫

dρGE

(

R +
r

2
,R− r

2
; ρ,ρ

)

.
ñ ùkÓ ð¾ó

ã�³]·7ÐÚÀ+·¹ºt¸»¼�Æ®½¹²Y³®ôÏÃ�Á�¿¹¿7¸�Ã+¼Ù¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã�½7¸�À+¼ÙÀ Ç+³]·
ρ
² �E÷ ´ ÀV¼Y³�Í�¼�ÅY¿

U =
eiπ3/4

(2π)3/2

∫ ∞

0

dt
φ̃(t)ei(Et+W )

| sin(t) + t cos(t)|3/2
,

ñ ùkÓ�÷+ó
Ö�²Y³<·7³

W =
|R + r

2 |2
2t

+

∣

∣R− r
2

∣

∣

2

2 tan(t)
− 1

x

∣

∣

∣

∣

R + r
2

2t
+

R− r
2

2 sin(t)

∣

∣

∣

∣

2

.
ñ ùkÓ �¾ó

ò�³%²�ÃfÇ+³�²Y³<·7³Ï¸�¼V½¹·7À�Å�Á{ÄF³<ÅÊ½7²�³´¿I²YÀV·I½¹²�Ã�¼{Åw¼YÀ+½¹Ã ½¹¸»ÀV¼
x(t) = [1/t+ 1/ tan(t)]/2

Ã�¼{Å½¹²Y³´¶Y²�ÃV¿I³�ÐqÃVÄT½7ÀV·
φ̃(t)

Õ{Ö�²Y¸ÈÄX²Ø³<Ñ¾Á�Ã�ÂÈ¿
exp(iπn/2)

ÐÚÀ+·
tn < t < tn+1

Õ{Ö�²Y³]·¹³
t0 = 0Ã+¼�Å

t1 = 2.029, t2 = 4.913, . . .
Ã�·¹³´½¹²Y³tÄFÀ+¼{¿I³ÉÄFÁ�½¹¸»ÇV³k¿7À+Â�Á�½7¸�À+¼�¿�À+Ð

x(t) = 0
Ó´��²Y³ÂÈÃ ½7½7³]·Ï³]µE¶�·7³É¿7¿7¸»ÀV¼*Õ"��Ñ"Ó ñ ùkÓ�÷+óTÕ*Å�¸�Ç+³<·7ÆV³<¿�Ã+¿

1/r
ÐÚÀV·

r → 0
¸»¼G½7²�³k¼Y³<¸»ÆV²EÝ{ÀV·7²YÀEÀ�ÅØÀ+Ð

t = 0
å

(2π)
3/2

eiπ3/4
U =

∫ δ

0

dt
eir2/4t

(2t)3/2
+

∫ ∞

δ

dt . . .

=

∫ ∞

0

dt
eir2/4t

(2t)3/2
+

∫ ∞

δ

dt

(

− 1

(2t)3/2
+ . . .

)

=
1

r

√

π

2
eiπ/4 +

∫ ∞

δ

dt

(

− 1

(2t)3/2
+ . . .

)

.
ñ ùkÓ y¾ó

ò�³ÏÍ�¼�Ã+Â»Â�×ÌÍ�¼�Å
gψreg(R)

∫

dρGE

(

R +
r

2
,R− r

2
; ρ,ρ

)

r→0
= ψreg(R)

(

gF1(R) − a

r

)

+O(1)ñ ù®Ó W í¾ó½¹²�Ã ½�¿7³]¶�Ã+·¹Ã�½7³É¿�ÀVÁ�½�½7²Y³%³]µ�¶{³ÉÄT½7³ÉÅ
1/r

ÅY¸»ÇV³]·¹Æ+³]¼¾½�ÄFÀV¼¾½7·¹¸»ÝYÁY½7¸�À+¼ÙÃ+¼�ÅsÅ�³FÍ{¼Y³<¿
F1(R) =

eiπ3/4

(2π)
3/2

∫ ∞

0

Å
t

(

φ̃(t)ei(Et+W0)

| sin(t) + t cos(t)|3/2
− 1

(2t)3/2

) ñ ù®Ó W6W ó
Ö�¸»½7²

W0 = R2 (cos(t) − t sin(t)/2 − 1) / (sin(t) + t cos(t))
Óç��²Y³
½7³<·7º

(2t)−3/2·¹³]ÆVÁYÂ�Ã+·7¸�Û]³É¿
F1
¸�¼Ì½7²�³�¼Y³<¸»ÆV²EÝ{ÀV·7²YÀEÀ�ÅtÀ�Ð

t = 0
Õ¾Ã+¼�ÅÌÖ&³�²�ÃfÇV³�½¹Ã+Ë+³<¼Ì½7²Y³�Â»¸�ºt¸�½

δ → 0
Ó�*³]½cÁ�¿.¼YÀ ÖáÄFÀV¼�¿7¸�Å�³<·�½7²Y³�·¹³]ºÌÃ+¸»¼Y¸�¼YÆ�½7³<·7ºJÃ�¶Y¶"³<Ã+·7¸�¼YÆ�¸»¼Ì��Ñ{Ó ñ ùkÓ òVóTå£Ö�²Y³]¼

r → 0Ã+¼�Å
u = R−ρ → 0

Õ]½¹²Y³&ô�·¹³]³<¼)5 ¿*ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼
GE

Å�¸»ÇV³]·¹Æ+³É¿*Ã+¿ |u|−4 ÕfÀ+·�³<Ñ¾ÁY¸�ÇfÃ+Â»³<¼¾½7Â�×�ÃV¿
(

|rA − ρA|2 + |rB − ρB |2
)−2 Õ¾ÝYÁ�½�½¹²Y³�¿7³<Ä]À+¼�Åt¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+ÂY¸�¼Ì��Ñ"Ó ñ ù®Ó�ò+ó�¸È¿&ÄFÀ+¼EÇV³]·¹Æ+³]¼¾½¸�¼

u ∼ 0
å

∫

dρGE

(

R +
r

2
,R− r

2
; ρ,ρ

)

[ψreg(ρ) − ψreg(R)]

r→0,u→0
=

∫

du

|u|4
[

u
∂ψreg

∂u

∣

∣

∣

∣

u=0

+O
(

|u|2
)

] ñ ù®Ó W îVó
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r = 0
Ó
��²Y³ÙÃ�¼YÆVÁYÂ�Ã+·%¸»¼¾½¹³]Æ+·XÃ ½¹¸»ÀV¼�¿%Ä]Ã+¼HÝ{³¶"³]·7ÐÚÀ+·¹ºt³<Å
Ã�¼�Ã+Â»×¾½7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×wÃ�¼{ÅÙÖ&³ÏÀ+Ý�½XÃ�¸�¼*å
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∫

dρGE (R,R; ρ,ρ) [ψreg(ρ) − ψreg(R)]

=
1

R

∫ ∞

0

dρ
[

ψ̃reg(ρ) −
ρ

R
ψ̃reg(R)

]

F2(R, ρ)
ñ ùkÓ W ïVó

Ö�¸»½7²
F2(R, ρ) =

∫ ∞

0

dt
φ(t)ei[Et+(R2+ρ2)x]

(t| sin(t)|)3/2

sin(2yρR)

(2π)
2
y
,

ñ ùkÓ W z¾ó
Ö�²�¸�ÄX²k¸�¿�¿7×¾ºtºt³F½¹·7¸ÈÄcÁ�¼�Å�³]·£½¹²Y³�³]µYÄX²�Ã�¼YÆV³�À+Ð

ρ
Ã�¼�Å

R
Ó�òG³&²�ÃfÇ+³�²Y³]·¹³�¸�¼¾½7·¹À�Å�Á�ÄF³ÉÅÏ½7²�³·XÃ+ÅY¸�Ã+Â"Ö�ÃfÇ+³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

ψ̃(R) = Rψ(R)
Ã+¼�ÅÌ½¹²Y³�ÐÚÁY¼�ÄF½7¸�À+¼

y(t) = [1/t+ 1/ sin(t)]/2
Ó

ò�·¹¸�½¹¸»¼YÆ
ψ (rA, rB)

r→0
= ψreg(R)

(

1 − a

r

)

+O(1),
ñ ù®Ó W òVó

Ö&³ÊÄ<Ã�¼âÄ]Ã+¼�ÄF³<Âc½¹²Y³ÊÅ�¸�Ç+³<·7ÆV³]¼¾½®ÄFÀV¼V½¹·7¸�ÝYÁ�½¹¸»ÀV¼8À+¼HÝ"À�½7²5¿I¸ÈÅ�³<¿´À�Ð���Ñ"Ó ñ ù®Ó�ò+óFÕ.Ã�¼�Å�½¹²Y³·¹³]ºÌÃ+¸»¼Y¸�¼YÆÒ½7³<·7ºÌ¿�Ä]À+¼�¿I½7¸»½7Á�½¹³Ï½7²Y³%¸�ºt¶YÂ�¸�Ä]¸�½�¸�¼¾½7³]ÆV·¹Ã+Â�³<Ñ¾Á�Ã�½7¸�À+¼
ψ̃reg(R) = ψ̃0(R,R) + gF1(R)ψ̃reg(R) + g

∫

dρF2(R, ρ)
[

ψ̃reg(ρ) −
ρ

R
ψ̃reg(R)

]

ñ ùkÓ W ðVó½¹²�Ã ½
¼Y³]³ÉÅY¿Ê½7ÀâÝ"³G¿7À+Â�Ç+³ÉÅ5¼EÁYºt³<·7¸ÈÄ]Ã+Â»Â�×5¸�¼?À+·XÅ�³<·Ì½7À Å�³F½¹³]·¹ºÒ¸�¼Y³
ψreg

Óé��²Y³�Â�Ã�½I½7³<·³ÉÑ¾Á�Ã ½¹¸»ÀV¼
Ä<Ã�¼sÝ{³%Ö�·¹¸»½I½7³<¼Ù¸�¼ØÃt¿I×Eº®Ý"À+Â�¸ÈÄ�Õ�ºtÀ+·¹³%ÄFÀ+ºt¶�ÃVÄT½�ÐÚÀ+·¹ºNÃV¿
ψ̃reg =

I

I − gÔ
ψ̃0

ñ ùkÓ W ÷�ó
Ö�²�³]·¹³

Ô
¸È¿�Ãt¿I×Eºtºt³F½7·¹¸ÈÄ�¸�¼¾½7³<Æ+·XÃ�Â~À+¶"³]·XÃ ½¹À+·ÉÕVÖ�²Y¸ÈÄX²s¸�¿�·¹³<Ã+Â~¸»¼
½7²�³%Â»¸�ºt¸�½

k → 0
² �6� ´ Ó
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²�î�í ´ ä{Ó�ûÏ¸�¼�Ã+¿I½<Õ�Ô´Ó���ÁY·7ÂÈÃ�¶"À Ç~Õ�Ã+¼�ÅHä�Ó���Ó���²�À+ºÌÃ+¿<Õ�ã�²¾×�¿<Ó���³<Ç~Ó�Ô[êA�*Õ�íVò W z¾í W ñ ��óñ î�í+í6z¾óFÓ
²�î W4´ ä{Ó£ûÏ¸�¼�ÃV¿�½ÉÕ�Ô®Ó.��ÁY·¹ÂÈÃ�¶"À Ç"Õ�Ã�¼{Åâä�Ó���Ó.��²YÀ+ºÌÃV¿]Õ�ãc²E×�¿]Ó���³<Ç"Ó£�*³]½I½<ÓÅ� ý Õ W ÷ í�z¾í�zñ î�í+í¾ò+óFÓ
²�î+î ´ ã�Ó àSÃ+¿¹¿7¸»ÆV¼�Ã�¼*Õ�ôÒÓfàHÓf	�·¹ÁYÁY¼�Õ�Ã�¼�Å´
®Ó��Eºt¸�½¹²*Õ ãc²E×�¿]Óf��³]Ç~ÓfÔáê*ì"ÕfíVï+ïVð+í¾÷ ñ î�íVíVò+óFÓ
²�î�ï ´ àHÓ~ô�·7³<¸»¼�³]·ÉÕ"�kÓ�àSÃ+¼�Å�³]Â(Õ��ÏÓY��¿7¿7Â»¸�¼YÆV³]·ÉÕ��ÏÓjò3Ó{
ÊÉ�¼�¿¹ÄX²*Õ�Ã+¼�Å
�TÓ{	&Â�ÀEÄX²�Õ���Ã�½7ÁY·¹³ý ì � ÕYï6y ñ î�í+í¾î+óFÓ
²�î"z ´ ôÒÓ*àØÀV¼¾½¹Ã�ºkÝ�Ã�ÁYµsÃ+¼�ÅS��Ó*Ô�ËEË+³]·¹ºÌÃ�¼�¿<Õ)= H 321µ.ßF47;3Ò-ÌËµ14'"1�%('(8$.ßF47;3w#63�1AË4)�3(%4+ 5 '�!j134+°#d3µ1Õ8 H '"+='"!;1 ñ ��ù�ãA��Ä]¸»³<¼�ÄF³É¿]Õ�î+í+í�zEóTÓ
²�î+ò ´ ã�Ó{Ô®Ó��*³<³%Ã�¼�Å
�ÏÓYõ®Ó{��Ã�ºÌÃ�ËE·¹¸�¿7²Y¼�Ã+¼*Õ���³]Ç~Ó�àSÀEÅ*Ó�ãc²E×E¿<Ó � ê�Õ�î6�¾÷ ñ W y6�VòVóTÓ
²�î�ð ´ 	�Ó�ûÏ·XÃ�ºt³]·�Ã+¼�ÅÙÔ®Ó�àSÃVÄ]ûÏ¸�¼Y¼YÀ+¼�ÕY��³]¶*Ó�ãc·7ÀVÆ�ÓEãc²E×�¿]Ó �;� Õ W z¾ð6y ñ W ydy+ï¾óTÓ
²�îV÷ ´ ã�Ó;ò3Ó{Ô�¼�Å�³<·¹¿7À+¼�Õ�ãc²E×E¿<ÓY��³<Ç"Ó�ìn�$�*Õ W zdy¾î ñ W yVò6�VóTÓ
²�î�� ´ ùkÓc�~Ó�ò?¸�³]·X¿7ºtÃ�Õ�ã�Ó.	�Ã�·7½7ÀVÂ»¸�¼Y¸(Õ£Ô®Ó£��Ã�Æ+³<¼�Å�¸ ±�Ë~Õ�Ã+¼�ÅH�%Ó���¸�Æ+²Y¸�¼Y¸(ÕXÍ�Ã ½¹ÁY·¹³ g �$��ÕðE÷ W ñ W y6y¾÷+óTÓ
²�î�y ´ ùkÓ�Î&À+¸�·7ÀV¼*Õ�Þ�Ó�àØ³<¼Y¼Y³<·¹Ã�½IÎ.Ï�À+ÝY¸�Â�Â»¸ÈÃ�·XÅ�Õ�ä{Ó Î�àHÓ�öYÀVÁY·¹¼Y¸»³<·<Õ�ÐcÓ�ô�ÁY¸ÈÅ�ÀV¼Y¸ Õ´Þ�Ó�Ñ�Ã�ÎÂ�À+ºtÀ+¼�Õ�Ã�¼�ÅsôÒÓ{ô�·¹×E¼¾Ý"³]·¹Æ�Õ¾ÒcÁ�·<ÓYã�²¾×�¿<ÓYä�Ó{ù;ê�ÕYïE÷ ï ñ W y6ydyVóTÓ
² ï+í ´ ä{ÓÓÒ�ÓÓÐ*×V³+ÕÓÐcÓYö{Ã�Â�Â�Ã+¼Y¸ Õ�àHÓ�àØÀ�Å�Á�Æ+¼YÀ{ÕEùkÓsò?¸�³]·X¿IºÌÃYÕ�Þ�Ó�öYÀV·I½ÉÕYÃ�¼�ÅÙàHÓ¾Ô�¼YÆ+Á{¿7Ä]¸»À{Õãc²E×�¿<Ó�Ï�³]Ç~Ó�Ð�³F½7½<ÓA� � ÕYíE÷ í6zVí W ñ î�íVíVòVóTÓ
² ï W4´ ùkÓ£Þ�Â*@]ºt³]¼¾½<Õ�Ô´Ó�ö&Ó�õcÃ�·¹À+¼�Õ*àHÓ�Õ�ÁYÆVÝ�Ã�·7½<Õ�ä�Ó�Ï�³]½I½¹³]·ÉÕ*ã�ÓLÎ&À+ÁY×V³]·ÉÕ)Ð�ÓLÑ�Ã�¼{ÄX²Y³]Û]Îã.Ã�Â�³]¼{ÄF¸ÈÃYÕ{ùkÓ{àâÓ"ôÏÃ�¼�ÆVÃ�·XÅE½ÉÕ{ôÒÓ�õkÓ�ÑE²YÂ�×VÃ+¶Y¼Y¸�Ë+À Ç~Õ�Ã+¼�ÅsÔ´Ó{Ô�¿I¶"³<ÄF½?I�ã�²¾×�¿<Ó�Ï�³<Ç"ÓÐ�³F½I½ÉÓ$� � Õ W ÷ í6zVí6y ñ î�íVíVòVóTÓ
² ïVî ´ Þ�Ó~öYÀV·I½ÉÕ�Ð�Ó"ö{Ã�Â�Â�Ã+¼Y¸ Õ"õ®Ó*ô�Á�Ã+·7·¹³]·XÃYÕ{ä�Ó�Ò�Ó�Ð*×+³VÕ"àâÓ"àØÀ�Å�Á�Æ+¼YÀ{Õ{ùkÓ�Ñ�ÓAò?¸�³]·X¿IºÌÃ�ÕÃ+¼�ÅsàHÓ�Ô�¼YÆVÁ�¿7Ä]¸»À{ÕEãc²E×E¿<Ó�Ï�³<Ç~Ó�Ð*³F½7½<ÓA� � Õ W ÷�í�z W í ñ î+í+í¾ò+óTÓ
² ï+ï ´6Ö Ó!Ñ�ÄX²EÁYÂ»½7³VÕMÑ~Ó�ù�·¹³]¼YËV³]Â»ÐÚÀ+·7½7²*Õ�ä�ÓcûÏ·¹Á�¿7³+ÕÅò3ÓuÒc·7½7ºt³<·<Õ&ä�ÓcÔ�·7Â»½<Õ&ûtÓuÑYÃ+ÄX²�Ã�Õ�ä�Ó�~Ã+ËE·7Û<³]Ö�¿7Ë¾¸(Õ�Ã�¼�Å
àHÓ�Ð�³]Ö&³]¼�¿I½7³<¸»¼�Õ�ãc²E×E¿<Ó�Ï�³<Ç~Ó�Ð*³]½I½<Ó$� � Õ W ÷�í�z WdW ñ î+í+í¾ò+óTÓ
² ï�z ´6× Ó{ôÏÃfÇE¸�¿7²
Ã+¼�ÅÙúkÓ"Þ&ÃV¿�½¹¸»¼�Õ�ãc²E×E¿<Ó�Ï�³<Ç"Ó�Ð*³F½7½<ÓA� � ÕYíVî�í6zVí W ñ î+í+í¾ò+óTÓ
² ïVò ´ àHÓ�Ï�Á�¿7³]Ë~Õ�Ô´Ó)Ø�·7Â�À Ö�¿IËE¸(ÕVã�²¾×�¿<Ó�Ï�³<Ç"ÓÓÒ � ì{Õ�Ï�îV÷�ð+ï ñ W ydyVò+óFÓ
² ï+ð ´ ÒcºtºÌÃ�¼EÁY³<ÂkàSÃ+¼�Å�ÀV¼Y¼Y³F½ÉÕ%ãc²�ù Ö ²Y³<¿7¸�¿sÀ+Ð × ¼Y¸�Ç+³]·X¿7¸�½Ú@Hã�Ã+·7¸È¿ØðYÕ%Á�¼Y¶YÁYÝYÂ�¸È¿I²Y³ÉÅñ î�í+íVíVóFÓ



ê¶éÿê r éÜ� ¼ N�f��ÙÅÈÇ ì{ìYê
² ï¾÷ ´ ã£Ó{àSÃ+¿¹¿I¸�Æ+¼{Ã�¼ÙÃ+¼�ÅÙúkÓ"Þ&ÃV¿�½¹¸»¼�Õ�¸»¼s¶Y·¹³]¶�Ã+·¹Ã�½7¸�À+¼*Ó
² ï6� ´ ÐcÓ.ù®ÓuÐ�Ã�¼�ÅYÃ+ÁâÃ�¼�ÅÚÒ�Ó.àHÓuÐ*¸»Ðq¿I²�¸�½¹Û+ÕCÛ°7;�"!A+e7s- -�3Ú% H ��!;./%�1 ñ ã£³<·7Æ¾Ã�ºtÀ+¼�ÕXÍ�³]ÖúcÀ+·¹Ë"Õ W y¾÷V÷�óTÓ
² ï6y ´ ÐcÓ�ÔTÓÜÑ�ÄX²Y¸»Ü�Õ�Û°7;��!;+À7s-I-�3(% H �"!;./%�1?��eæ!&. !A+ 5 '9#"7;%4+À./'"! ñ àSÄ<ô�·XÃfÖ�Î.Õ�¸�Â»Â(ÕFÍ�³]Ö8úcÀV·7Ë~ÕW y+ðd�VóFÓ
² zVí ´ Ï%Ó�Ô´Ó{ù�ÁY¸�¼Y³´Ã+¼�Å'Õ´Ó Ö Ó"Þ�Ó�ÑE½7ÀEÀ�Ð�ÕYã�²¾×�¿<Ó�Ï�³]¶�Ó g � � Õ W6W ò ñ î+í+í6z¾óTÓ
² z W4´ õ®ÓEõ®ÓEö£Â�Ã+º®Ý�Ã+ÁYºsÕEôÒÓ�ö&ÓEô�·¹¸�Ý�Ã�ËE¸�¼*Õ¾Ã+¼�ÅÙÞ�Ó¾Õ�Ã+·¹Ã+Ý�Ã ½¹¸ Õ¾ãc²E×�¿]Ó¾Ï�³]Ç~ÓEÔ � ��Õ W y6y6�ñ W ydy6y¾óTÓ
² z¾î ´ ö�Ó�ôÒÓ�ö�ÁYºt¸ Õ.ãc²�¸»Â�ÀV¿<Ó�àSÃ+Æ�Ó ýN� Õ W í+í¾÷ ñ W yVòVò+ó�±�ôÒÓ£ù®Ó�àSÃ�²{Ã�¼*Õ�Ý��"!�3+ÎN=q� 5 +À./%�)�3= H 321µ./%�1XÕ~î ¼�Å
³ÉÅ�Ó ñ ãcÂ�³]¼EÁYºsÕ�Í�³]Ö úcÀ+·¹Ë~Õ W ydy+íVóFÕE¶*Ó�î+ò+ïYÓ
² zVï ´ Ï%Ó�Ï�À+½7²ØÃ�¼�ÅUÕ´Ó{öY³]ÂÈÅ�ºt³]¸�³]·ÉÕ�ãc²E×�¿]Ó�Ï�³]Ç~Ó�Ô �{ý Õ�í6zVïVð+í+ï ñ î�íVí W óTÓ
² z6z ´ Õ´Ó�ö�Á*Õ�úkÓ;ò�Ã+¼YÆ�ÕYÃ+¼�Å'Î�Ó�ôÏÃ+À�Õ�ãc²E×�¿<Ó�Ï�³]Ç~ÓYÔ � ê�ÕYí¾ò�ïVð W î ñ î+í+í+ï¾óTÓ
² z¾ò ´CÖ Ó�ö&Ó�Ø§5 àSÃ�Â�Â�³]×+Õ�ÐcÓXÑE¶Y·¹Á�ÄX²*Õ�Ã+¼�ÅÚÐ�ÓXÏ�ÀV¿7³]¼EÝ"³]·¹Æ�Õcä{Ó�À�Ð�àSÃ�½7²*Ó.ã�²¾×�¿<Ó X ÕÅzmy Wñ W yVð W óTÓ
² zVð ´ Ï%ÓYä�Ó�ù�À+¼Y¼�³]Â�Â»×VÕj��Ãµ8;3 5 . -&34!;+=�"))Þ$798j3 5Sß 7s./#". +Á3 ñ × ¼Y¸�Ç~Ó�À�Ð�Þ�²�¸�Ä<Ã�Æ+Àkãc·¹³<¿¹¿]Õ W yVð¾÷+óTÓ
² zE÷ ´ ä�Ó�Î�Ã�·XÅ�³<³]¼*Õ�ôÒÓ�Î�Ãf×EºsÕYÃ�¼�Å
ùkÓYãc¸�¼Y³<¿<ÕYãc²E×�¿]Ó�Ï�³]Ç~Ó�Ð*³]½I½ÉÓ*ì�ê*ÕYï¾÷+î ñ W yVð+ð¾óTÓ
² zd� ´ ä�Ó�Î�Ã�·XÅ�³<³]¼*Õ�ôÒÓ�Î�Ãf×EºsÕYÃ�¼�Å
ùkÓYãc¸�¼Y³<¿<ÕYãc²E×�¿]Ó�Ï�³]Ç~Ó�ì �;� Õ�î�íE÷ ñ W y+ðE÷�óFÓ
² zdy ´ ôÒÓ�ö&Ó{ô�·7¸�Ý�Ã+Ë¾¸�¼sÃ�¼�ÅÙõ®ÓYõkÓ�ö£Â�Ã+º®Ý�Ã+ÁYºsÕ�ãc²E×�¿]Ó�Ï�³]Ç~ÓYÔ ý$è Õ{ò�zVð ñ W ydy+ï¾óTÓ
²�ò�í ´ õ®Ó�ûÏ²�Ã+·¹ÄX²�³]¼YËVÀkÃ�¼{Å
àâÓYù®Ó�Ð�ÁYËE¸»¼�ÕY¶Y·¹¸»Ç Ã ½¹³%ÄFÀ+ºtºkÁY¼Y¸ÈÄ]Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó
²�ò W4´ Ï%Ó�àHÓ�û%Ã+Â�ÃV¿�Ã�¼�Å
ù®Ó�Î�Â�ÁYºt³+Õ{ÄFÀ+¼{ÅEÎ(ºÌÃ�½�- í¾ò W î�í+ï W Ó
²�ò+î ´CÖ ÓYã.ÐqÃ�Á�ÕY¶Y·¹¸»Ç Ã ½¹³%ÄFÀ+ºtºkÁY¼Y¸ÈÄ]Ã ½¹¸»ÀV¼*Ó
²�ò�ï ´ ÐcÓ�ùkÓ!Ð�Ã+¼�ÅYÃ+Á Ã+¼�ÅàÒ�Ó�àHÓ�Ð*¸»Ðq¿I²Y¸»½7ÛVÕjUÅ) 7s./# -�3(% H �"!A./%µ1 ñ ã£³<·7Æ¾Ã�ºtÀ+¼�ÕbØ�µEÐÚÀ+·XÅ�Õ

W yVò6yVóFÓ
²�ò"z ´ ö�ÓEù�Ã�Â»ÐÚÀ Ç+À�ÕÓÑ~Ó�ô�¸»ÀV·7ÆV¸»¼�¸ Õ¾ÐcÓ¾ã�Ó¾ã�¸�½XÃ�³]Ç�¿7ËE¸»¸(Õ¾Ã+¼�ÅáÑ~ÓÓÑ¾½¹·7¸�¼YÆVÃ+·7¸(Õ¾Ï�³]Ç~ÓEàØÀ�Å�ÓVã�²¾×�¿<Óê�ì"ÕszVðVï ñ W y6ydyVóFÓ
²�ò+ò ´ ÐcÓYõ�¸�ÄX²Y¸(ÕYä{ÓYÀ�ÐÆÐ*À Ö Ö ³]ºt¶*Ó�ãc²E×E¿<Ó*ì X ì"Õ W ÷V÷ ñ î�íVí+íVóFÓ
²�ò�ð ´ ã£Ó�ã�³ÉÅ�·7¸(Õ�ùkÓ�ô�Áj@]·¹×¾Î	Ø�ÅY³]Â�¸»¼*Õ�Ã�¼�Å¶Ñ~Ó�Ñ¾½7·¹¸�¼YÆVÃ+·7¸(Õ�ãc²E×�¿]Ó@Ï�³<Ç~Ó�Ô �$è Õ�í�zVïVð+íd�ñ î�íVí+ï¾óTÓ
²�òV÷ ´ ôÒÓ�àâÓ�û%ÃfÇVÀ+ÁYÂÈÃ�ËE¸È¿]ÕcÞ�Ó.ä�Ó£ã�³F½¹²Y¸�ÄXË~Õ�Ã+¼�ÅgÕ®ÓuÑ�ºÒ¸»½7²�Õ�ãc²E×�¿]ÓuÏ�³<Ç~Ó£Ô � ê*Õ�î6y+ï6�ñ W ydy¾÷+óTÓ
²�ò�� ´ ôÒÓ�àHÓ�û%ÃfÇVÀ+ÁYÂÈÃ�ËE¸È¿]Õ�Þ�Ó�ä�Ó�ã�³]½7²Y¸ÈÄXË~Õ�Ã�¼�ÅUÕ´Ó�ÑEºt¸�½¹²*Õ�ãc²E×�¿<Ó�Ï�³]Ç~Ó�Ð�³F½I½ÉÓ è ì{Õsz¾í+ï+ðñ W ydy6�¾óTÓ
²�ò�y ´ ù®Ó{ô�Á;@]·¹×VÎ9Ø�Å�³<Â»¸�¼*Õ�ö&Ó��~Ã�ºkÝ{³<Â»Â�¸(ÕYä�ÓYù�Ã�Â�¸»Ý{Ã�·XÅ�Õ�Ã�¼�ÅOÑ~Ó�Ñ¾½¹·7¸�¼YÆ¾Ã�·¹¸ ÕEãc²E×�¿]Ó�Ï�³]Ç~ÓYÔ

� ��Õszd�¾ò W ñ W ydy6y¾óTÓ



ì"ì è ê¶éÿê r éØ� ¼ N�f��ÆÅÈÇ
² ð+í ´6× Ó{Ô�Â£ûÏ²�ÃfÖ�Ã"±IÃYÕ�Þ�Ó"ä�ÓYã�³]½7²Y¸ÈÄXË~Õ{Ã�¼{ÅUÕ®Ó�ÑEºt¸»½7²*Õ~ä{ÓYÀ�ÐuÐ*À Ö Ö ³<ºt¶*ÓYãc²E×�¿]Ó�ì{ì è ÕW îV÷ ñ î+í+í+í¾óTÓ
² ð W4´ ôÒÓ�àHÓ~û%ÃfÇ+ÀVÁYÂ�Ã+ËE¸�¿<Õ{Þ�Ó"ä{Ó�ã�³]½7²Y¸ÈÄXË~Õ~Ã+¼�ÅOÕ´Ó�ÑEºt¸»½7²*Õ~ãc²E×�¿<Ó�Ï�³<Ç"Ó~Ô � ì"Õ"í¾ò�ï+ðVí+ïñ î�í+íVíVóFÓ
² ðVî ´ ùkÓ"ô�Áj@<·7×¾Î9Ø�Å�³]Â�¸�¼*ÕEãc²E×E¿<Ó�Ï�³<Ç~ÓYÔ �A� ÕYí+ïVï+ð W ï ñ î�í+í¾î+óFÓ
² ð+ï ´ Õ®ÓÊÑEºt¸�½¹²PÃ�¼�ÅâÕ´ÓÊÕ´Ó�äV³]¼�¿7³]¼*Õäã 5 �"!;1À8j' 5 +�= H 3�!N'"-�3�!N� ñ Ø�µEÐÚÀV·¹Å × ¼Y¸�Ç+³<·¹¿7¸�½�×ãc·¹³<¿¹¿<Õ�Ø�µEÐÚÀ+·XÅ W yd�6y¾óTÓ
² ð�z ´ ôÒÓ�àâÓ�Î&·7ÁYÁ�¼
Ã+¼�ÅSÞ�Ó�ä�Ó�ã�³]½7²Y¸ÈÄXË~ÕYãc²E×�¿]Ó�Ï�³<Ç~Ó�Ð*³]½I½<Ó$� X Õ W z¾í�zVí6z ñ î�í+í6z¾óFÓ
² ðVò ´ ôÒÓ�àâÓ�Î&·7ÁYÁ�¼
Ã+¼�Å'Õ´Ó�ÑEºt¸»½7²*Õ�ãc²E×E¿<Ó�Ï�³<Ç~ÓYÔéê X ÕYí�z¾ï+ð+í¾ò ñ î�í+í¾ò+óFÓ
² ð+ð ´ Î�Ó�Ô´Ó�ô�³]Â�ºtÃ+¼*ÕÄÒ�Ó�õkÓbÑE²EÁY·¹¸ÈÃ�Ë~Õ�Ã�¼�Å�ÔTÓ@�~Ã+²Y³<Å*Õ�ãc²E×E¿<ÓbÏ�³]Ç~Ó�Ô ê X Õ�í6zVï+ðVí Wñ î�í+í¾ò+óFÓ
² ð¾÷ ´ ä{ÓÈÒ�Ó Ö ²�À+ºÌÃ+¿<Õ.ä�Ó£ûÏ¸»¼�ÃV¿�½ÉÕ.Ã�¼�ÅâÔ®Ó Ö ÁY·¹Â�Ã+¶{À Ç~Õ�ãc²E×�¿]ÓÆÏ�³<Ç"ÓÙÐ*³]½I½<ÓÅ� � Õ W î�í�z¾íVîñ î�í+í¾ò+óFÓ
² ð6� ´ ä{ÓYÇ+ÀV¼UÍ�³]ÁYºÌÃ+¼Y¼
Ã+¼�ÅUÒ�Ójò?¸�Æ+¼Y³<·<Õ�ã�²¾×�¿<Ó��£Ó g �*Õsz¾ðVò ñ W yVî6yVóTÓ
² ð6y ´6Ö ²Y³ÌÀV·7¸�Æ+¸�¼�Ã+Â.Ç+À+¼åÍ�³<ÁYºÌÃ�¼Y¼YÎÀò?¸�Æ+¼Y³<·%¶�Ã�¶"³]·�² ð6� ´ ÄFÀV¼V½XÃ�¸�¼�¿%Ãs¿IÁ�¶{³<·IÍ{Ä]¸�Ã+Â�Ã�Â�Æ+³]ÎÝY·XÃ�¸ÈÄ�³]·¹·7ÀV·<ÕV½7²{Ã ½�²�ÃV¿�Ý{³<³]¼ØÄFÀV·7·¹³<ÄF½7³<Åw¸»¼*åcö&Ó�Õ®Ó�Ñ¾½¹¸»Â�Â»¸�¼YÆV³]·�Ã�¼{ÅÙùkÓ�Ï%Ó�Õ�³]·¹·7¸ÈÄXË~Õãc²E×�¿<Ó�Ï�³]Ç~Ó�ÔJì"ì{Õ;z6zVð ñ W y¾÷+ò+óTÓ
² ÷ í ´ ûtÓ�ôÒÓbÑ�¸»¼YÆV²çÃ�¼�Å?ùkÓ@Ñ~ÓMÏ�À+ËE²�¿¹Ã�·ÉÕ&ã�²¾×�¿<ÓMÏ�³]Ç~Ó�Î ý ��Õ�yVí W ï ñ W y6y6z¾ó�±�ûtÓÄØkÓÏ�ÃV¿IºkÁ�¿¹¿I³<¼*Õ�ù®Ó�Þ&Ã+¸ Õ�Ô®ÓMÏ´ÓMÎ&¸È¿I²YÀV¶*Õ�Ã+¼�Å°Í´Ó�ô�·(:�¼EÝ{³ÉÄX²�Î�ä+³<¼�¿I³<¼*ÕbÒcÁY·¹À+¶Y²E×�¿<ÓÐ�³F½I½ÉÓ ý ê�ÕjzEî W ñ W y6y6y¾ó,±�ùkÓ�ûtÓYûtÓ�Ð*³<³ÏÃ+¼�Åsä�ÓYàâÓ�ö&Ó�ô�ÁY¼Y¼*Õ"ä�Ó�ãc²E×�¿<Ó{Þ X Õ{÷+÷+ò�ïñ W y6yVíVóFÓ
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