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Sistemas complejos heterogéneos

= Muchos sistemas naturales y hechos por el hombre se pueden
considerar sistemas complejos heterogéneos

Sistemas grandes, formados por un gran nimero de elementos
Los elementos puede ser muy diversas

Elementos pueden interactuar entre ellas a través de interacciones
diversas y/o no locales

= Ejemplos:
Redes de transporte (aeropuertos ...)
Ecosistemas
El lenguaje humano
La Internet fisica, etc.
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Estudiando sistemas complejos heterogéneos

= La heterogeneidad y el gran tamatio de estos sistemas dificulta
su estudio por métodos tradicionales

= Nueva propuesta de estudio
Represtacion en términos de una red o grafo

\ Vértices

Estudio de sus propiedades topoldgicas
= Aplicacidn de técnicas estadisticas
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Ejemplo de representacion grafica: la Internet fisica
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Andlisis topoldgico de redes complejas

= La caracterizacion topoldgica bdsica de una red es el grado de
sus vértices

= Nuimero de conexiones entre
un vértice de la red y otros

Grado k. , . )
' vértices diferentes

= Para redes complejas grandes: Caracterizacion estadistica de las
propiedades topoldgicas en términos de

Distribucién de grados P ( k)
Correlaciones de grados P(k/ | ]{;)
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Redes con invariancia de escala (SF)

= Investigacion empirica muestra que muchas redes naturales
presentan invariancia de escala (SF)

Distribucion de grados O S—
dada por una ley de - 8 1007
potencias oL ® 51998
Pk) ~k™
":ﬁ -
T 107
Exponente de grados &
10~
2 <y <3
]U_4 T | ...-I.I
10° 10’ 10 10’
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Procesos dindmicos en sustratos complejos
heterogéneos

Sobre muchos sistemas complejos heterogéneos tiene lugar procesos
dindmicos con un gran interés tedrico y practico

Ejemplos:
Proceso Dinamico Sustrato
Transporte de nutrientes y contaminantes Ecosistemas
Dindmica de paquetes de informacion Internet
Dispersion de epidemias y rumores Redes sociales

Para facilitar su estudio, muchos de estos procesos dindmicos pueden
representarse en términos de procesos estocdsticos que tienen lugar
sobre una red compleja, representativa del sistema complejo
heterogéneo real
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Andlisis cuantitativo de procesos dindmicos en redes
complejas

= Como en el caso de los reticulos Euclideos, el estudio analitico de
procesos dindmicos en redes compleja parte del andlisis de
campo medio

= Andlisis andlogo al efectuado en reticulos Euclideos basado en

Hipotesis de mezcla homogénea: la mezcla de particulas es
homogénea y no depende del espacio (del vértice particular en
redes)

= Diferencia fundamental en el caso de redes:

Los vértices con grado diferente pueden tener en principio
propiedades diferentes

= Hay que tener en cuenta explicitamente el grado k en las teorias
de campo medio
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Construccion de teorias de campo medio en redes
complejas

Partimos de dos hipdtesis:
El grado en la dnica variable relevante que caracteriza un vértice

Todos los vértices con el mismo grado k (en la misma clase de
vértices de grado k) tienen las mismas propiedades

Procedimiento:
Seleccionar las variables dindmicas pertinentes que caracterizan en
sistema dinamico \I_}(t)
Distinguir el valor de la variable en cada clase de vértices de grado
k, Ty(t)
Escribir la ecuacion dindmica apropiada para cada variable,
partiendo de las reglas dindmicas que definen el proceso

0y U (t) = FI{Tw (t)}]
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Ejemplos
= Ejemplos de aplicacion de la teoria de campo medio

Ejemplos de validez:
= Procesos epidémicos
Modelo epidémico SIS
= Procesos de reaccion-difusion

Proceso de difusion-aniquilacion (con condiciones)
Contraejemplo:

= Dinamicas de coarsening
Modelo de Ising con dindmica de Glauber a T=0
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El modelo SIS

= Modelo epidemioldgico mds simple, capaz de sostener un estado
estacionario o endémico

Los individuos se hallan en un estado susceptible (S) o infectado (I)

Los individuos susceptibles se infectan con probabilidad v si estan
conectados a otros individuos infectados

Los individuos infectados se recuperan (sanan) con probabilidad &

1%
Pardmetro caracteristico: tasa de propagacién A = —

0
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Teoria de campo medio

= Ecuacion para la dindmica de la densidad relativa de vértices de
grado k infectados, pi(t)

Opx(t)

5 = —p(t) + MOk [{pr (1)} (1 — pr(?))
= . = .
Término de Término de
destruccion creacion
O [{pw (¢ ZP (k' k) pr

Probabilidad que un elemenTo de grado k
esté conectado a un elemento infectado
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Solucion de campo medio en redes SF

Solucion en el estado estacionario

Ak®
1+ Ak®

P =

Ecuacion auto-consistente a resolver

k®
O >ka(k)1+/1k®

Soluciones con @ positivo solo para

(k)
)\>@
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Solucion de campo medio en redes SF

= Existe una transicion de fase entre una fase activa (infectada)
para A > A_ Yy una fase inactiva (sana) para A < A,

Transicion de fase absorbente con un umbral epidémico

P
)\C <k> .Absorbing phase

Active phase

Para redes SF

P(k) ~ k™ N b

si 2<y <3 mmp (K)o mmp A =0

= ilUmbral epidémico nulo!l : Cualquiera que sea la virulencia A de la
epidemia, se puede propagar por todo el sistema
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Solucion de campo medio en redes SF

Prediccidn cuantitativa para la prevalencia (densidad total de
individuos infectados en el estado estacionario) p = z P(k)px
en redes SF k

ePara 2<y<3

ePara y =3
pN2€—1/m>\ ﬂ'c:O

ePara
y>3 2 (k)

- (®)
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Resultados numéricos

Simulaciones numéricas confirman la prediccion de campo medio
Modelo de red Sistema real (Internet)
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El proceso de difusion-aniquilacion

= Clase general de procesos de reaccion-difusion
Sistemas dindmicos que implican a particulas pertenecientes a un
cierto nimero de “especies” A;, i =1,...,n
Las particulas se difunden estocdsticamente y reaccionan al

encontrarse segun un conjunto dado de reglas de reaccidn
Rj, j=1,...,7r

= Proceso RD mads simple: difusidn-aniquilacion
Un Unico tipo de particulas A
Particulas se difunden, con una coeficiente de difusion D
Particulas experimentan la reaccién A + A — () con una tasa )\
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Teoria de campo medio

= Ecuacion para la dindmica de la densidad relativa de particulas en
vértices de grado k, pi(t)
En redes sin correlaciones:

apk (t) k k
=D t) — A\— t)pl(t D——(1— t L
2 pi(8) = Aggs ()p(t) + D (1= pi(8))o()
. . .
Término de Término de Término de
destruccion destruccion creacion
por difusion por reaccion por difusion

k, k/ ]{Z/
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Solucion de campo medio en redes SF

Ecuacion de campo medio (D = A= 1)

k
%{%7 = —pu(t) + 51— 20 (0] (1)

Aproximacion cuasi-estacionaria

kp(t) ) (k
Orpi(t) < pr(t) = pi(t) = 1+g§c;(/t<)/><k>

Ecuacién final para la densidad total p(t) = > P(k)py(t)
k

dp(t) p(t)° P(k)
a (k)2 Z 1 +2kp (t)/ (k)
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Solucion de campo medio en redes SF

= Para redes SF obtenemos

Solucién para redes infinitas N — 00

1 1/(y—2) *» La densidad decae con el tiempo con
— ~ 1 un exponente que depende del
P (t) exponente de grados

Solucion para redes finitas N < oo

1 *» A partir de un tiempo de cross-
t>to(N) mb —— ~ NGB=7)/24 over, comportamiento lineal,
p(t) con una pendiente que crece con

el tamano del sistema
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Resultados numéricos

Simulaciones numéricas confirman el resultado de campo medio
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Resultados numéricos

Para redes finitas, si y= 2.5
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¢Funciona siempre el campo medio?

Para este sistema dinamico podemos preguntarnos:
¢Funciona la teoria de campo medio para todo tipo de redes?

Consideremos por ejemplo un . 6
tipo de red particular: : 5——0 0
Arboles: - P

Redes que pueden ser X<a
insertadas en un espacio 2D n C ~ 4 -
y tales que cortando una 0—0 " .
Unica arista, la red queda . \/ &0
dividida en dos subredes : D 0 C
desconectadas c . X ‘

¢Que ocurre con el proceso de . g 5

difusidn-aniquilacidn en esta i B0

topologia particular? : 0
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Resultados numéricos

. o1 . -
= Prediccion de campo medio: —— ~ ¢ lineal redes finitas
p(t)
= Numéricamente: Campo medio no funciona el drbolesl!

Red
No arbol

[1/p(D]/t

< Red arbol 5
L.

10° 10 10° 10° 10 10
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¢Por qué campo medio no funciona?

= Las ecuaciones de campo medio asumen implicitamente difusion
normal de las particulas:

dp (t) k 2k
= —po(t —o(t) — — t)ol(t
== =g
Término de Acoplamiento
difusion lineal no lineal

= Comprobar difusion en redes:

En redes estandar: El nimero de vértices diferentes visitados por
un random walker a tiempo t crece linealmente con t:

S(t) ~t

IT Jornada de Recerca FEN Barcelona, 16/02/2007 26



¢Por qué campo medio no funciona?

Red
No arbol

= Numéricamente ...

1 I 1 1111 H

S(t)/t

La difusion se comporta de manera andmala (mas lenta) en drboles:

no es de extraiiar que la teoria de campo medio no funcione!
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Dinamica de Glauber a T=0

= Dindmica de ordenamiento que puede modelar la evolucidon de
sistemas de agentes sociales en términos de una variable binaria
(opinidn respecto a un tema) que se actualiza en respuesta a la
presion de los vecinos de cada individuo
= Definicion:
Modelo de Ising (o, = + 1) en los vértices de una red

Los espines se actualizan en funcién del campo local h; = g a;ij0;
J

0, =+1 4m hy(t) >0

o,=—1 «m h(t) <0

0; ==+1 <mm  Conprobabilidad 1/2 h;(t) = 0.
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Teoria de campo medio

= Ecuacion para la dindmica de la probabilidad que un vértice de
grado k esté en estado +1, ¢ (1)

1
dq;it) = —qi(t)Problh, < 0] — qi.(t)Problhs = 0]5

(*
Términos de destruccion

+ (1 — qi(t))Problhs > 0] 4+ (1 — gx(¢))Prob[hy = 0]3,

A
Términos de creacion

dax (1)
dt

. 1
= —qr(t) + Problh; > 0] + §P1'H]}[h;{. =),
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Teoria de campo medio

= Tras algo de dlgebra simple:

Problh; = 0] = ( ;f/Lz ) Q*/ 2(1 _ Q)mz

k
Pl'ob[h-k o U} — Z ( ? ) (gf(l o C_g)k—f
]

t=[(k+1)/2
_ i Z . Pr'obabilidad que un vértice esté conectado a
: (k) - )4 un vecino en estado +1

(redes sin correlaciones)
= Ecuacion final

1q.\ 1 .IllluF ~ ¢ B
{_lfﬂ“_} _ _(j.ﬁ Yl Z [J_ — *{jrw]] ( / )(24[“_ - (2)#; £

dt (/2]
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Solucion de campo medio en redes SF

= El sistema siempre se ordena (todos los espines +1o0-1at=1)

= Tiempo de ordenamiento partiendo de condiciones iniciales
simétricas (sistema desordenado, con magnetizacion nula)

Tiempo t,.4 hasta alcanzar una magnetizacién dada

m 2<y<H/2,t, , decrece con N (famaiio de la red)

ord
b NO-3/2/21 N
= v>5/2, 1,4 crece logaritmicamente con N

tord ~ In N

El valor y=5/2 aparece como un nimero mdgico en la dindmica de
ordenamiento, separando dos regimenes diversos
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Resultados numéricos

= No todos los sistemas consiguen ordenarse

0
] {} E T T—T 1 | T T T T T 1 |E
- O-071=225 k= 4 _f,,,%l‘*
w o FHv=275 k,=5 g o
= | OO Y=4 k,=35 / i
a0 d At y=4 k.= 7
= -1
5 10 .f/’@// E
45 q e o 9
= 1% i Y d____@./f 2
= ~n e ]
S b e___‘————-e _ 1
E 20 ﬂ_,__,-'/’/_j
g o et E
> B . P — 2
E - T B— —E'f _FFFH&-" - —
H i il i
L S ]
_3 I 1 1 1 11 11 I L L1 L1
103 3 I 5 6
10 149 10 10 10
N

= En el limite termodindmico, ninguna red consigue ordenarse, sea
cual sea su valor de vy
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Resultados numéricos

= Tiempo de ordenamiento restringido a las realizaciones que si se

ordenan
E o-0k,=5 ,///0
e //
1 T ame e gl R
i e g B o
S = e = - - _G___@
}——___‘7_7____ QT - -
lOO lq ‘4 ”'Is |6 7 A PR T W i il i i e
10 10 10 . 10 10 10 e e e o
N
vy=4>5/2 v=2.25<5/2

Para y> 5/2 no crece logaritmicamente, sino como una ley de
potencias

Para y < 5/2 no decrece, sino que crece
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¢Por qué MF no funciona?

= Laasuncion de campo medio mds relevante resulta ser la

siguiente:
La probabilidad que un espin o; esté conectado a un espin +1 (variable
dindmica Q), es independiente del estado de o,

= Numéricamente, en cambio ...

Probabilidad que un espin ___L-""' ,-“
+1 esté conectado a un St £
espin +1 > . .z
P K Aparicion de fuertes
i — correlaciones dinamicas que
T 06 / invalidan la aproximacion
= [ | de campo medio
g 04 ; .
S, ‘.
!

Probabilidad que un espin

-1 esté conectado a un - _
espin +1 e P
il et T T
T 107 107 10" 10"
y 34
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Conclusiones

= Los procesos dindmicos en sistemas complejos heterogéneos pueden modelarse
como procesos estocdsticos sobre redes complejas

= Como en los espacios Euclideos, en redes complejas las teorias de campo medio
ofrecen una primera aproximacion cuantitativa al comportamiento de los sistemas
dindmicos

= Los resultados de campo medio deben, no obstante, interpretarse con precaucion

En algunos sistemas (bajo ciertas condiciones) la solucién de campo medio
parece ser exacta

En otros, campo medio proporciona resultados incorrectos, debido a la
presencia de correlaciones dindmicas explicitas

= Advertencia contra el optimismo:

Las teorias de campo medio pueden proporcionar informacion cualitativa
sobre dindmicas en redes complejas, pero en ciertos casos una descripcion
correcta puede necesitar de formalismos mds sofisticados.
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Efectos de una topologia SF

Una topologia SF puede tener un impacto muy importante en las
propiedades del sistema
Gran resistencia a la eliminacion aleatoria de elementos

Gran debilidad frente a la eliminacion de los elementos mas
conectados

Eliminacion aleatoria de elementos Eliminacion dirigida de elementos
1.0 m—

i a)
0.8 1 —=e AS 7

"0.00 0.05 0.10 0.15
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